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Vorwort

Diese Notizen sind als Hilfestellung zur Vorlesung gedacht. Sie umfassen alle
Kapitel der Vorlesung; einige Teile (und vor allem Beispiele) werden jedoch
in der Vorlesung ausfiihrlicher besprochen. Eine Mitschrift aus der Vorle-
sung ist daher zur Priiffungsvorbereitung sehr empfehlenswert.

Die meisten Ideen und Inhalte fiir dieses Skript wurden aus der folgenden
Literatur entnommen:

e J.Bolton, L. M. Woodward: A First Course in Differential Geometry;
Surfaces in Euclidean Space. Cambridge University Press (2019)

e A.Gray, E. Abbena, S. Salamon: Modern Differential Geometry of Cur-
ves and Surfaces with Mathematica; Third edition. Chapman & Hall/CRC
(2006)

o U.Hertrich-Jeromin, Classical Differential Geometry, Lecture notes
(2018)

e D.Struik: Lectures on Classical Differential Geometry; Second edition.
Dover, New York (1988)

Einige Beweise miissen aus Zeitgriinden bzw. aus Mangel an Vorwissen aus
anderen Bereichen der Mathematik leider weggelassen werden. Es handelt
sich aber stets um bekannte Resultate der Differentialgeometrie, die in um-
fangreicheren Standardwerken zu finden sind.

In diese Notizen haben sich mit Sicherheit noch einige Tippfehler einge-
schlichen. Ich freue mich jederzeit iiber Hinweise dazu per Mail oder im
TUWEL-Nachrichtenforum.

Wir beschéftigen uns in dieser Vorlesung mit lokaler Kurven- und Flichen-
theorie im Euklidischen Raum und gehen aus Zeitgriinden weder auf globale
Fragestellungen noch auf Singularitdten und moégliche Abschwéichungen von
Voraussetzungen ein.

Im Gegenteil, an einigen Stellen werden wir generelle Voraussetzungen
treffen, um die geometrischen Ideen in den Vordergrund zu riicken und uns
die Arbeit zu erleichtern.

Generelle Voraussetzung. Alle Funktionen im Skript sind als
glatt vorausgesetzt und werden auf einer 'passenden’ Teilmenge de-
finiert. Dies ist meist eine zusammenhéngende, offene oder abge-
schlossene Teilmenge.




1 Kurven

Ein Punkt ist, was keine Teile hat. Fine Kurve ist eine Linge ohne Breite.
(Euklid, Elemente)

Ziel: wir wollen Kurven im R? oder R? beschreiben und geo-
metrisch analysieren.

Hilfsmittel: Beschreibung von Kurven durch Parametrisie-
rungen.

1.1 Parametrisierungen

Definition 1.
Eine parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Abbildung

vy:RDOI—-R"
von einem Intervall I in den R™. Die Abbildung ~ wird auch Parametrisie-
rung genannt und das Bild y(I) C R™ heifit Kurve.
Definition 2.
Eine parametrisierte Kurve v : R D I — R" heifit reguldr, falls
7 (t) # 0 fiir alle t € I.
Ein Punkt der parametrisierten Kurve + heifit singuldr, falls v/(t) = 0.

In dieser Vorlesung beschiftigen wir uns mit ebenen Kurven im R? oder
Raumkurven im R3.

Beispiele 3.
Kreis I. Ein Kreis mit Mittelpunkt m € R? und Radius r > 0 wird durch
die regulére Parametrisierung

v :[0,27] — R?, t+s m + {rcost,rsint} beschrieben.

Helix (Schraubenlinie). Die parametrisierte Kurve

v:R = R3 t {rcost,rsint, ht},

wobei r > 0 und h € R seien, wird Heliz genannt und ist auf ganz R reguléar.
Sie liegt auf dem Zylinder 22 + y? = 72 und degeneriert fiir h = 0 zu einem
Kreis.



Traktrix (Schleppkurve). Die Kurve

t
v:(0,7) = R?, t+ {sint,cost + Intan 5}

heilt Traktriz oder Schleppkurve (Vorstellung: man zieht
einen storrischen Hund an der Leine nach). Die Kurve hat
einen singulédren Punkt bei t = § und besteht somit aus zwei
reguléren Teilkurven 7|(07%) und ’y|(g77r).

Halbkreis(e). Die zwei Parametrisierungen

v [=1,1] = R? ¢ {rt, V1 -2}

und
vo 1 [0,71] = R?, t+ {rcost, rsint}
haben beide das gleiche Bild v;1([—1,1]) = 72([0, 7]) und beschreiben somit

die selbe Kurve, ndmlich einen Halbkreis. Die Parametrisierung einer Kurve
ist also nicht eindeutig.

Definition 4.

Seien I, T C R zwei Intervalle und ¢ : I — I eine glatte, bijektive Abbildung
mit ¢/ (f) # 0 fiir alle £ € I. Eine parametrisierte Kurve 4 : I — R™ ist eine
Umparametrisierung der parametrisierten Kurve v : I — R", falls

fiir alle £ € I gilt.

{

Da I >t~ ¢'(t) € R eine glatte und nicht verschwindende Abbildung ist,
wechselt ¢’ auf ganz I das Vorzeichen nicht. Falls ¢/ > 0, so sprechen wir von
einer orientierungserhaltenden Umparametrisierung, falls ¢’ < 0 handelt es
sich um eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung.



Lemma 5.
Die Umparametrisierung einer regularen Kurve ist wieder eine reguliare Kur-
ve.

Beweis. Kettenregel. O

Generelle Voraussetzung. Ab jetzt beschiftigen wir uns mit re-
guldren Kurven, es existiert also in jedem Punkt eine wohldefinierte
Tangente.

1.2 Lange einer Kurve

Ziel: berechne die Lange einer Kurve.

Strategie: approximiere die Kurve durch infinitesimale Poly-
gonziige.

Definition 6.
Die Léange einer regulidren Kurve v : [a,b] — R™ ist definiert als

£lla,th = [ @l

Lemma 7.
Die Lange einer Kurve hangt nicht von der Parametrisierung ab.

Beweis. Sei 7 : [c,d] — R? die Umparametrisierung einer parametrisierten
Kurve v : [a,b] — R3, sodass

Fall 1. ¢ definiert eine orientierungserhaltende Umparametrisierung, dann
gilt

e(d)
[t = [t dwi = 77 ilae = [ @

und die beiden Kurven v und 4 haben die gleiche Lénge.
Fall 2. ¢ definiert eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung:

(©)
[ ta = [“weonor= 77 el = [

und die beiden Léangen stimmen wiederum iiberein. O




Fine Umparametrisierung einer Kurve hat also keinen Einfluss auf ihre Lan-
ge, jedoch auf die Geschwindigkeit mit der sie durchlaufen wird.

Eine parametrisierte Kurve v : I — R3 wird mit der Geschwindigkeit
|7/ (t)] durchlaufen, die von der Parametrisierung abhéngt, wie folgendes
Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 8.

Die drei Parametrisierungen
71 :[0,27] — R?, t = {cost,sint}
v 1 [0, 7] = R?, t — {cos2t,sin 2t}
v : [0,V271] = R?, t+ {cost? sint?}

beschreiben die selbe Kurve, ndmlich einen Kreis; dieser wird jedoch mit
unterschiedlicher Geschwindigkeit durchlaufen:

il =1, || =2 und |5] = V2t

1.3 Bogenlidngenparametrisierung

Unter den Parametrisierungen einer Kurve gibt es besondere, nédmlich jene
die die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen — wir beweisen
die Existenz fiir jede reguldre Kurve.

Definition 9.
Eine Kurve v : I — R3 ist nach ihrer Bogenlinge parametrisiert, falls

V()] =1 firalletel
gilt; das heifit die Kurve wird mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.

Das folgende Lemma wird in der Folge viele Beweise vereinfachen, da wir
oBdA voraussetzen konnen, dass eine Kurve nach ihrer Bogenldnge parame-
trisiert ist.

Lemma 10.
Jede reguldre Kurve kann nach ihrer Bogenldnge parametrisiert werden.

Beweis. Sei v : I = [to,t1]] — R3 eine regulire parametrisierte Kurve.
Weiters definieren wir die Funktion

o T =1,
t
o0 = [ 1l
0

Da (p~1) > 0, ist die Funktion ¢~' streng monoton wachsend und daher
bijektiv und invertierbar. Somit definiert ¢ eine Umparametrisierung

(1)

A(s) = v((s))



und wir erhalten (t = ¢(s))

Wir haben also gezeigt, dass 5(s) nach der Bogenlénge parametrisiert ist. ]

Bemerkung 11.

Eine Parametrisierung nach der Bogenlédnge ist eindeutig bis auf die Wahl
des Anfangspunkts tg € I und der Orientierung: die Funktion —¢~! definiert
ebenso eine Bogenlangenparametrisierung.

Beispiel 12.

Kreis. v : [0,27] — R?, ¢+ {rcost,rsint}

Bogenlinge: [y |7/ (7)|dr = [y r dr =1t = 71 (t) = ¢(s) = £
Bogenlidngenparametrisierung: s +— 7(s) := {rcos 7,rsin 7 }

Helix. v : R — R3, ¢+ {rcost,rsint, ht}

Bogenlinge: [J |7/ (7)|dr = [y V2 + h2dr = V2 + h2t = ¢(s) = =

Vr24-h2
langenparametrisierung: s — {r cos —== rsin —=2 hs
Bogen : Vr2¥h?’ Vr2+4h2? \/r24h?

1.4 Rahmen fiir Kurven im R3

Eine regulire Kurve v : I — R? besitzt in jedem Punkt ¢ € I einen wohlde-
finierten Finheitstangentenvektor

_ @)
0= por

der eine eindeutige Normalebene N (t) definiert:
N(t)={peR’ | p - T(t) =~(t) - T(t)}.

Definition 13.
Sei v : I — R3 eine regulire Kurve. Ein Vektorfeld N : I — R3 heifit
Einheitsnormalenfeld von -y, falls

N-N=1 und N L~
Jedes Einheitsnormalenfeld NV induziert eine Orthonormalbasis
F :=(T,N,B), wobei B:=T x N;

die Basis F' wird ein Rahmen fir die gerahmte Kurve (v, N) genannt.



Bemerkung 14. )
Seien t — N(t) und ¢t — N(t) zwei verschiedene Einheitsnormalenfelder fiir
die Kurve v, dann gibt es eine reelle Funktion ¢ — (t), sodass

N =cosyYN +sinyB, wobei B=T x N.
Die beiden dazugehorigen Rahmen unterscheiden sich durch eine Drehung;:

3 1 0 0
F=F|[0 cosy —siny
0 siny cos

Eine regulare Kurve besitzt also viele verschiedene Rahmen, die jeweils durch
Drehungen ineinander iibergefithrt werden kénnen.

Ausblick: abhéngig von der Situation werden wir ’besondere’
Rahmen wéhlen, die jeweils an die geometrische Fragestellung
angepasst werden.

1.5 Frenet-Kurven

Wir beginnen mit der Untersuchung einer Unterklasse der reguléren Kurven,
den Frenet-Kurven, die einen speziellen Rahmen zulassen.

Der Grof3teil dieses Abschnittes ist eine Wiederholung aus der LVA Mo-
dellierung und Visualisierung.

Definition 15.
Eine Kurve v : I — R3 heiit Frenet-Kurve, falls fiir alle t € I die Frenet-
Bedingung

(7 xA")(t) #0

erfullt ist.



Bemerkung 16.
Die Frenet-Eigenschaft ist invariant unter Umparametrisierungen. [Beweis
siehe Ubungen]

Proposition and Definition 17.

Sei v : I — R? eine Frenet-Kurve, dann definiert
T'(t)
t— N(t) = ——+
T"(t)]

fiir alle t € I ein wohldefiniertes Einheitsnormalenfeld von ~; es wird das
Hauptnormalenfeld der Frenet-Kurve genannt. Der dazugehérige Rahmen
(T, N, B) heifit Frenet-Rahmen.

Beweis. Es miissen drei Bedingungen tiberpriift werden:

o Wohldefiniertheit: nach der Frenet-Bedingung gilt

(Y x Y IT)(t) = (v x ~")(t) # 0,

daher definiert ¢ — N (t) auf I ein nicht-verschwindendes Vektorfeld.
e |N(t)|? = 1: gilt nach der Definition von N.
e N ist orthogonal zu T: da |T|?> = T-T = 1, erhalten wir aus der ersten
Ableitung
T-T' =0.

Somit liefert ¢ — N(t) ein wohldefiniertes Einheitsnormalenfeld fir v. [

Wir bemerken noch zwei Eigenschaften eines Frenet-Rahmens, die wir im
Folgenden benutzen werden:

Lemma 18.
In einem Frenet-Rahmen gilt

T'|IN und B'||N.

Beweis. Nach der Definition des Hauptnormalenfeldes ist 7" parallel zu N.
Differenzieren von B- B = 1 und B - T = 0 zeigt, dass auch B’ parallel zu
N ist. O

Unter Beriicksichtigung von Lemma 18 machen wir folgende Definition:

Definition 19.
Sei vy : I — R3 eine Frenet-Kurve mit Frenet-Rahmen (7, N, B), dann heilen
die Funktionen x : I — R und 7 : I — R definiert durch

T'(t) = W' (O)s(@)N () wnd  B'(t) = =y (®)|lr ()N ()

die Krimmung und die Torsion einer Frenet-Kurve.



Proposition 20.
Der Frenet-Rahmen F = (T, N, B) einer Frenet-Kurve v erfiillt die Ablei-
tungsgleichungen (Frenet-Serret-Formeln)

0 -k 0
F'=F®, wobei ®=|9||x 0 -7
0o = 0

Beweis. Nach Definition 19 von x und 7 bleibt die Gleichung
N' = |¥'|{-xT + 7B}
zu zeigen. Da N = =T x Bund T = N x B, folgt
N =—(T'x B)— (T x B')
=|Y{-k(N x B)+7(T x N)}

= |Y'{—xT + 7B}.
O
Lemma 21.
Die Kriimmung und Torsion einer Frenet-Kurve sind gegeben durch
’,Y/ % ,.y//| det(,y/7 ,Y//,,.Y///)
k=———=— und ="
y'[? [y > |2
Beweis. Nachrechnen oder LVA Modellierung und Visualisierung. O

Ausblick: wir werden spater Kurven auf Fliachen analysieren.
Die Kurve ’erbt’ dann ein Einheitsnormalenfeld von der Fla-
che, das die geometrischen Eigenschaften der Kurve auf der
Flache ’kodiert’. Auch wenn wir uns nur auf Frenet-Kurven
auf der Fliache beschranken, liefert das ’geerbte’ Einheitsnor-
malenfeld im Allgemeinen keinen Frenet-Rahmen.

Ziel: wir wollen daher eine Kriimmungstheorie fiir regulare
Kurven beziiglich eines allgemeinen Rahmens entwickeln.

1.6 Kriimmungen beziiglich eines allgemeinen Rahmens

Proposition and Definition 22.
Sei F' = (T, N, B) ein Rahmen der reguldren Kurve . Dann existieren ein-
deutige reelle Funktionen k,,, ks und 7 sodass

0 —Kn Ky
F' = F®, wobei ®=|9|| kn 0o -—-7]. (2)
—Kg T 0



Diese Gleichungen heiflen Ableitungsgleichungen fiir die gerahmte Kurve
(v, N), wobei

e Ky die Normalkrimmung,
e kg die geoddtische Kriimmung und
o 7 die Torsion

genannt wird.
Beweis. Da T, N und B Einheitsvektorfelder sind, die paarweise orthogonal

aufeinander stehen, gilt fiir den Rahmen ¢ — F(t) € SO(3) und somit
F'F = id. Sei ® definiert durch F’ = F®, dann folgt

F'Fl =& und F'F = &'

und daher
0= (F'F) = (F'F)+ (F'F') = ' + .

Somit ist @ fiir alle ¢ eine schiefsymmetrische Matrix und & ist von der oben
definierten Form mit eindeutigen Funktionen &,, k4 und 7. O

Bemerkung 23.
Die Krimmungen s,, k4 sowie die Torsion 7 héngen von der Wahl des
Rahmens ab, sind jedoch invariant unter Umparametrisierungen der Kurve!

Beispiel 24.
Sei t — (t) := (cost,sint,0) der Einheitskreis in der zy-Ebene, dann liefert

t— T(t) = (—sint,cost,0),
t— N(t) = (—cost,—sint,0),
t— B(t) = (0,0,1)

einen Rahmen fiir 7. Aus den Ableitungsgleichungen folgt
kn=1, kg =0 and 7=0.
Sei t — (t) eine glatte relle Funktion, dann definiert

t— N(t) = (= cos @ cost, — cos @sint, sin @)
t— B(t) = ( sinpcost, singsint,cosp)

einen weiteren Rahmen fiir den gilt

~ ~ . /
Fp =cosp, Rg=sing und 7= ¢".
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Proposition 25.

Sei t — ~v(t) eine Frenet-Kurve. Die geodétische Kriitmmung verschwindet
genau dann wenn +N das Hauptnormalenfeld von + ist, d.h. F = (T, N, B)
oder F' = (T,—N, B) ist der Frenet-Rahmen.

Beweis. Sei F' = (T, N, B) ein Rahmen mit

T'(t)
T"(t)

Dann folgt aus den Ableitungsgleichungen (2)

t— N(t) ==+

—~

/
mg:—hl1/|T'~B::F||:,‘|N-B:O.
Umgekehrt, sei kg = 0, dann folgt aus den Ableitungsgleichungen
T = |%|knN.

Fiir alle ¢ gilt k,(t) # 0, da

0%+ x 7" = (WIT) x (WIT) = (WIT) x (W|'T + W|T') = [T x 7.
Mit || = |¥'||kn|, folgern wir daher

T’ T

Wl T

1.7 Parallele Rahmen

Ziel: untersuche Rahmen mit 7 =0

Intuition: wir suchen Rahmen, die sich nicht um die Kurve
winden, sondern nur entlang der Kurve verschoben werden

Hilfmittel: Normalzusammenhang und Paralleltransport von
Normalenfeldern

Wir entwickeln zuerst eine Theorie fiir allgemeine Normalenfelder, das heifit
|N|? = 1 wird nicht vorausgesetzt.

Definition 26.
Ein Normalenfeld ¢ — N (t) entlang einer Kurve t — () heifit parallel, falls

VAN :=N' — (N'-T)T = 0;

V' heiBt der Normalzusammenhang entlang von 7.

11



Proposition 27.

Sei t — v(t) eine regulidre Kurve und & L 7/(t9) ein vorgegebener Vektor.
Dann existiert ein eindeutiges paralleles Normalenfeld ¢ — £(t) entlang der
Kurve v mit &(t9) = &.

Beweis. OBdA nehmen wir an, dass die Kurve nach der Bogenldnge para-
metrisiert ist: [7/|? = 1.

Wir geben einen konstruktiven Beweis und konstruieren das gewiinschte
parallele Normalenfeld explizit. Dazu wéhlen wir einen beliebigen Rahmen
F = (T, N, B) fur v und machen den Ansatz

§=aN+ (B,
wobei t +— «(t), 5(t) reelle Funktionen sind (die Idee fiir diesen Ansatz

kommt unter anderem von Bemerkung 14).

Mit Hilfe der Ableitungsgleichungen erhalten wir
Vi = (o = TB)N + (8’ + ma) B. (3)

Da N und B linear unabhingig sind, gilt V+¢ = 0 genau dann wenn die
Koeffizienten in (3) verschwinden. Dies ist der Fall wenn

a=rgsin(po +¢), B =rocos(po+¢)

t
mit ¢(t) :/t 7(t)dt und ro, o € R.
0

Um den gewiinschten Anfangswert £(tg) = & zu erhalten, wéhle ro = ||
und ¢ € R sodass
€o

—— = Nsin g + B cos ¢g.
ol

O]

Wir wollen nun zwei wichtige Eigenschaften von parallelen Normalenfeldern
beweisen; dazu bendtigen wir folgendes Lemma:s:

Lemma 28.
Seien Ny und Ny zwei Normalenfelder, dann gilt

(N1-Ny) = VLN, - Ny + Ny - VAN,

Beweis.

VEN; - Ny + Ny - VEN, = (N] — (N] - T)T) - No + (Ny — (N} - T)T) - Ny
:N{-Nz—i-Nl-Né.

O]
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Proposition 29.
Ein paralleles Normalenfeld hat konstante Lénge. Zwei parallele Normalen-
felder entlang einer Kurve v schlieflen einen konstanten Winkel ein.

Bewezs.

e Sei N ein paralleles Normalenfeld. Da
(IN]?) =2N - VN =0,

folgt |N|? = const und N hat somit konstante Linge.
e Seien N; und Ny zwei parallele Normalenfelder entlang der Kurve 7,
dann gilt nach Lemma 28

(N1 -No) = VAN Ny + Ny -VEN, =0 = Ny - Ny = const.

Somit erhalten wir

Ny (t) - Nao(t)

= TN

cos Z(Ny(t), Na(t))

O]

Diese Proposition ist sehr hilfreich fiir unser urspriingliches Ziel, die Kon-
struktion von speziellen Rahmen: wir wissen nun, dass auch parallele Ein-
heits(!)normalenfelder existieren (es geniigt die Wahl eines passenden An-
fangswerts).

Zuvor wollen wir jedoch die Eigenschaften von parallelen Normalenfel-
dern noch in einem wichtigen Begriff zusammenfassen:

Korollar and Definition 30.

Parallele Normalenfelder entlang ~ induzieren eine lineare Isometrie von
einer Normalebene N (tg) bei (to) auf die Normalebene N (t) bei v(¢). Diese
Isometrie heif3t Paralleltransport entlang von 7.

Beweis. Da fiir ein fixes & L 7/(tg) genau ein paralleles Normalenfeld

t > &(t) mit £(to) = o

existiert, liefert diese Vorschrift genau eine Abbildung N (tg) — N (¢).
Diese Abbildung ist linear, da V¢ = 0 linear in ¢ ist. Sie ist eine Isome-

trie, da parallele Normalenfelder konstante Lénge haben und miteinander

einen konstanten Winkel einschliefen. [

Mit diesem Wissen konnen wir nun zu unserem Ziel zuriickkommen und die
gesuchten Rahmen konstruieren:

13



Definition 31.
Ein Rahmen (7, N, B) von v heifit parallel, falls N und B parallel sind.

Lemma 32.
Sei (T, N, B) ein Rahmen fiir v, dann gilt: ist N parallel, so ist auch B
parallel.

Beweis. Sei (T, N, B) ein Rahmen fiir 7 und N ein paralleles Normalenfeld.
Wir miissen zeigen, dass B = T x N dann auch parallel ist, d. h VB = 0.
Eine kurze Rechnung zeigt, dass

VB L1LT,N,B
und daher V+B = 0 gilt. 0

Da es zu jeder Kurve und einem Anfangswert ein paralleles Einheitsnorma-
lenfeld gibt, existieren zu jeder Kurve parallele Rahmen. Diese erfiillen eine
besondere Eigenschaft:

Korollar 33.
Sei (T, N, B) ein Rahmen fiir v, dann gilt: 7 = 0 genau dann wenn der
Rahmen parallel ist.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Ableitungsgleichungen:
1

1
T=—(N"-B)=—
b4

VN - B).
7 ( )

1.8 Hauptsatz der Kurventheorie

Frage: Aus welchen vorgeschriebenen geoemtrischen Daten
koénnen wir eine Kurve eindeutig rekonstruieren?

Idee: Rekonstruktion einer Kurve zu vorgegebenen Kriim-
mungen kg, £, und Torsion 7

Theorem 34.
Gegeben seien drei Funktionen von einem Intervall I nach R,

s Kn(s), kg(s), T(s).

14



Dann existiert eine nach ihrer Bogenlinge parametrisierte Kurve s — 7(s)
mit einem Einheitsnormalenfeld s — N(s), sodass ky, kg und 7 die Nor-
malkrimmung, die geodéitische Kriimmung und die Torsion beziiglich des
Rahmens F' = (T, N, B) sind.

Die rekonstruierte Kurve s +— 7(s) ist bis auf Euklidische Bewegungen
im R3 eindeutig bestimmt.

Beweis. Zu beweisen ist die Existenz einer Kurve s — ~(s) mit |y'| = 1 fiir
die es einen Rahmen F' = (T, N, B) gibt, sodass die Ableitungsgleichungen

0 —Kn Ky
F'=F®, wobei ®= | &, 0 -7 (4)
—Kg T 0

erfiillt sind. Der gesuchte Rahmen F' muss also eine Losung der Differenti-
algleichung (4) sein.

la. Existenz einer Losung t — F'(t) fiir (4)

Da die Ableitungsgleichungen (4) ein lineares Differentialgleichungssystem
1.0rdnung fiir F' bilden, gibt es nach dem Theorem von Picard-Lindelof fiir
jeden Anfangswert F(sg) = Fp eine eindeutige Losung s — F'(s).

1b. Existenz einer Losung s — F(s) € SO(3)
Damit eine Losung von (4) einen Rahmen fiir unser Problem liefert, muss
F(s) € SO(3) fiir alle s gelten, d.h.det(F) = 1 und FF! = E, wobei E die
Einheitsmatrix bezeichne.

Wir wéhlen also eine Anfangsbedingung Fy € SO(3) und zeigen dass
dann fiir die eindeutige Losung s — F'(s) € SO(3) gilt. Da

(FFY) = F'F' + FF" = FOF' + FO'F' = F(® + ®")F' = 0,

folgt aus FyF} = E, dass F(s)F!(s) = E fiir alle s und F(s) € O(3).

Somit erhalten wir det(F(s)) = {—1,1} fir alle s € I. Wegen der Ste-
tigkeit der Determinantenfunktion, wechselt s — det(F(s)) das Vorzeichen
nicht und wir erhalten F'(s) € SO(3) fiir alle s.

2. Wahl spezieller Anfangsdaten
Fixiere ein beliebiges sy € I und wahle als Anfangswert F := FE. Diese
Anfangsdaten liefern nach oben einen eindeutigen Rahmen

F = (T,N,B) € SO(3)

als Losung von (4).
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3. Existenz der Kurve v parametrisiert nach der Bogenldnge
Definiere eine Kurve s — ~y(s) durch

Da |7/| = 1 nach Definition, ist v eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve mit Rahmen F, die die Ableitungsgleichungen (4) erfiillt.

4. Eindeutigkeit der Konstruktion
Angenommen s — F(s) € SO(3) und s — E(s) € SO(3) seien zwei Losun-
gen von (4). Dann gilt

(FF~YY = (FF'Y) = FOF! + FO'F! =0
und daher FF~! = F(sq)F~'(s0) =: A. Somit folgt
T =AT, N=AN, B=AB and 5 = Ay +c, (5)

wobei ¢ € R eine beliebige Integrationskonstante bezeichnet. Die Konstruk-
tion ist also bis auf Euklidische Bewegungen eindeutig. O
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2 Flichen im R?

Ziel: wir wollen Flichen im R? beschreiben und geometrisch
analysieren.

Hilfsmittel: Parametrisierungen.

2.1 Parametrisierungen einer Flache

Definition 35.
Eine parametrisierte Fliche (Flichenstiick) ist eine glatte Abbildung

o :R?>U — R

das Bild o(U) heifit Fliche und o(p) fir ein p € U wird Flichenpunkt
genannt. Die Kurven

urr o(u,v9) und v +— o(ug,v),

wobei (ug,vg) € U, heiflen Parameterlinien.

Jede parametrisierte Fliache besitzt also zwei Familien von Parameterlinien,
die die Flache erzeugen.

Ausblick: wie bei Kurven, wo wir die Existenz eines Tangen-
tialvektors in jedem Punkt verlangt haben, stellen wir auch
an Flachen Regularitdtsbedingungen, die die Existenz einer
Tangentialebene garantieren.

Strategie: die Tangentialvektoren der Parameterlinien durch
einen Punkt sollen eine Ebene aufspannen.

Definition 36.
Eine parametrisierte Fliche o : U — R3 heifit reguldr, wenn ihr Differential
D,o : R? — R fiir alle p € U injektiv ist (d.h. o, (p) und o, (p) sind linear
unabhéngig fiir alle p € U). Regular parametrisierte Flachen heiflen auch
Immersionen.

Ein Punkt p € U, in dem das Differential D,o einer parametrisierten
Fldche nicht injektiv ist, heifit singuldr.
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Definition 37.
Eine Umparametrisierung einer parametrisierten Fliche o : U — R3 ist eine
neue parametrisierte Fléache

U(ﬂa '5) = U((p(ﬂ, 6))7

wobei ¢ : U — U ein Diffeomorphismus ist.

Recap

Ein Diffeomorphismus ist eine glatte, bijektive Abbildung
mit glatter inverser Abbildung.

Ahnlich wie bei Kurven zeigt man, dass die Umparametrisierung einer re-
gularen Fliche wieder regular ist.

Auch wenn eine regulére Fléche schon viele "Problemstellen’ ausschliefit kann
sie Selbstiiberschneidungen haben, was bei der Untersuchung von Kurven auf
einer Fléiche zusétzliche technische Schwierigkeiten verursachen kann. Durch
geeignetes Einschrinken des Parameterbereichs U C R? wird eine reguli-
re Parametrisierung allerdings immer injektiv und Selbstiiberschneidungen
werden somit lokal vermieden. (vgl.auch das Konzept von 2-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten)

Generelle Voraussetzung. Ab jetzt betrachten wir Flachenstiicke
mit einer reguldren und injektiven Parametrisierung o : U — R3.

Lemma 38.

Sei U > (u,v) = o(u,v) € R? eine parametrisierte Fliche und ¢ — «/(t) eine
reguldre Kurve auf der Fliche o(U). Dann existiert eine eindeutige, glatte
Kurve t — «(t) im Parameterbereich U, sodass

a(t) = o(y(t).

Beweis. Da wir (u,v) — o(u,v) als reguldre und injektive Parametrisierung
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vorausgesetzt haben, existiert fiir alle ¢ genau ein Punkt ~(t) € U, sodass

a(7(t)) = a(t).

Die Abbildung ¢ — v(t) definiert eine glatte Kurve, da sie als Komposition
von zwei glatten Funktionen gegeben ist: v = o~ ! o a.. 0

Definition 39.
Ein Vektor ¢ ist ein Tangentialvektor an die Fléche o(U) im Flachenpunkt
p € o(U), falls eine Kurve ¢t — a(t) auf o(U) existiert, sodass

a'(0) =¢ und «(0) =p.

Proposition and Definition 40.

Sei U 5 (u,v) — o(u,v) eine parametrisierte Flache und p = o(ug,vp) ein

Fléachenpunkt. Die Menge der Tangentialvektoren an die Fliche o(U) im

Flachenpunkt p ist die Ebene aufgespannt von oy, (ug, vg) und o, (ug, vo).
Diese Ebene wird Tangentialebene an die Fliche o(U) im Punkt p ge-

nannt und mit T,0(U) bezeichnet.

Beweis. Da o eine reguldre Parametrisierung ist, spannen o, und o, in der
Tat eine Ebene auf. Sei ¢t — «(t) eine Kurve auf o(U) durch p, dann existiert
nach Lemma 38 eine Kurve t — 7(t) = (71(¢),72(t)) € U, sodass

a(t) = o(n(t),12(t)).

Somit ist o’ nach der Kettenregel eine Linearkombination von o, und o,.

Fiir den Beweis der Gegenrichtung, fixiere einen Flachenpunkt o (ug, vg) und
betrachte einen Vektor & = Aoy, + poy,, der in der Ebene aufgespannt durch
ou(ug,v0) und oy, (ug, vo) liegt. Definiere

() = <Z§> +1 <2> eU

und «a(t) := o(y(t)). Dann gilt
o = \oy, + poy,
und £ ist somit ein Tangentialvektor. O

Bemerkung 41.
Man kann zeigen, dass die Konstruktion der Tangentialebene unabhéngig
von der Wahl der Parametrisierung ist.

19



2.2 Die erste Fundamentalform

Ziel: Langen- und Winkelmessung auf einer Fléache

Hilfmittel: definiere ein ’Skalarprodukt’ auf den Tangential-
ebenen ~~ erste Fundamentalform

Die Tangentialebene T,0(U) im Punkt p = o(up,vg) kann mit Hilfe der
Differentialabbildung mit R? identifiziert werden:

2 T,o(U) C R3
PN po(U)
w = (wy, ws)" € R? £eT,oU)cCR3

d(uo,vo)a(w) = (UU7 Jv)w = O W1 + OyW2 = 5

Skalarprodukt zwischen zwei Tangentialvektoren:

w, z € R? — 51,§2€TpU(U)CR3

d(ug,vo)a(w) ’ d(uo,vo)o-(z) =&1-&
Lemma 42.
Die Abbildung

Twowo) : RZ X R? 5 R
(’LU, Z) = d(uo,vo)a(w) ' d(uo,vo)a(z)

ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform auf R2.

Beweis. Nach der Definition des Skalarprodukts im R? ist I (
metrische Bilinearform.
Weiters, sei w € R?, sodass

0=1I

uo,vo) €€ Sym-

y(w,w) = |do(w)]?,

uQ,v0
dann folgt auf Grund der Injektivitiat von do, dass w = 0 und die Bilinear-
form I(y,4,) ist somit positiv definit. O
Daher ldsst sich I, ) fiir jeden Punkt (ug,vo) € U mit Hilfe einer symme-
trischen (2 x 2)-Matrix darstellen:

I(uo,vo) (w7 Z) = d(uo,vg)g(w) ’ d(uo,vo)g(z)

= (oyw1 + oywe) - (0y21 + 0v22)|(u0,v0)

t
_ (W Oy 0y Oy 0Oy <1
-~ \we Oy 0y Oy Oy )
Variieren des Punktes (ug,vo) € U, fithrt zu folgender Definition:
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Definition 43.
Sei o : U — R3 eine parametrisierte Fliche, dann heit I := do - do die erste
Fundamentalform oder induzierte Metrik von o. Die Funktionen

EF=0,-04, F:=04-0, und G:=0, 0,

heilen die Koeffizienten der ersten Fundamentalform.

Aus der Definition sehen wir, dass die Koeffizienten der ersten Fundamen-
talform von der Wahl der Parametrisierung abhéngen.

Bemerkung 44.

Am Beispiel einer Ebene und eines Zylinders, bemerken wir auflerdem, dass
unterschiedliche Fliachen die selbe erste Fundamentalform besitzen kénnen,
wenn wir die Parametrisierungen entsprechend wahlen. Diese Tatsachen wer-
den wir spéter genauer beleuchten.

In den folgenden Paragraphen wollen wir erste geometrische Untersuchungen
auf Flachen mit Hilfe der ersten Fundmentalform besprechen. Eigenschaf-
ten einer Flache, die nur von der ersten Fundamentalform abhéngen heiflen
intrinsisch.

Wir betrachten also eine parametrisierte Fléche

U3 (u,v) — o(u,v) € R
mit erster Fundamentalform I und Koeffizienten E, F und G.

Langenmessung von Kurven auf einer Fliche

Recap
Die Linge einer Kurve (a,b) > t + g(t) € R3 ist durch

£lla,t = [ 19 @l

gegeben.

Sei (a,b) >t~ a(t) € R? eine Kurve auf der Fliche o(U), sowie

(a.0) 3 t = 3(t) == (1 (1), 2 (1)) € B

die Kurve im Parameterbereich, sodass

a(t) = o(y(t),r2(t))-
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Nach der Kettenregel erhalten wir

&/ () = (0w ) + o) - (Guy] + Tud)
= BV + 2F4|7h + G%
=1(v,7)

und die Lange der Kurve t — «(t) ist somit durch

b b b
[1a' @it = [ \[Brp +2Pog + Gt = [ fir )

gegeben.
Vor diesem geometrischen Hintergrund wird die erste Fundamentalform
auch Bogenlingenelement genannt und als Tensor geschrieben:

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

Anwendung auf die Parameterlinien

Insbesondere gelten die obigen Uberlegungen fiir die Parameterlinien be-
stimmt durch die Kurven

t — y(up,t) und ¢+ 6(t,vo) (6)

im Parameterbereich, wobei (ug,vg) € U fixiert ist.
Da +/(t) = (0,1) und &'(¢) = (1,0), sowie

I((§):(5)) = F, U(5),(5) = Eund I((),(}) =G,

ist die Lange der Parameterlinien durch

/,/I(V,y)dt:/,/G(UO,t)dt,
/ SIS, 8t = / JE(t, vo)dt,

sowie der Winkel zwischen den Parameterlinien durch

F
cosl) = ——

VEG

gegeben.
Insbesondere schneiden sich die Parameterlinien im rechten Winkel ge-
nau dann wenn £ = 0.
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2.3 Besondere Parametrisierungen

Definition 45.
Eine Parametrisierung o : U — R3 heifit

e orthogonal, falls F' = 0;
e konform, falls E = G und F = 0;
e isometrisch, falls F =G =1 und F = 0.

Die ’einfachste’ Parametrisierung fiir Kurven war die Parametrisierung nach
der Bogenldnge, etwas Analoges gibt es fiir Flachen nicht. Eine isometrische
Parametrisierung wirkt zwar &hnlich, existiert aber nur fiir sehr spezielle
Flachen, die wir spéter studieren werden. Lokal lassen sich diese Flachen
ohne Verzerrung auf die Ebene abbilden.

Das folgende bemerkenswerte Resultat miissen wir aus Zeitgriinden leider
ohne Beweis formulieren:

Theorem 46.
Jede Flache besitzt (lokal) eine konforme Parametrisierung.

Proposition 47.
Fine Parametrisierung ist konform genau dann wenn sie Winkel erhélt.

Beweis. siche Ubungen. O

2.4 Die zweite Fundamentalform und Hauptkriimmungen

Wir haben schon gesehen, dass eine (reguldre) Fléche in jedem Punkt ei-
ne wohldefinierte Tangentialebene besitzt. Somit gibt es fiir eine Fliache in
jedem Punkt auch eine wohldefinierte (Fldchen-)Normale, jene Gerade die
orthogonal auf die Tangentialebene in dem zugehorigen Flachenpunkt steht.

Wie schon bei Kurven, wollen wir an Stelle von Flidchennormalen mit
Einheitsnormalenfeldern arbeiten.

Im Gegensatz zu Kurven, wo es viele Einheitsnormalenfelder gab, gibt es
diese Freiheit bei Fliachen nicht — in jedem Flachenpunkt gibt es genau zwei
gegengleich orientierte Einheitsnormalvektoren. Wir legen eine Orientierung
fest und machen die folgende Definition:

Definition 48.
Sei 0 : U — R? eine parametrisierte Fliche, dann heiBt das Einheitsnorma-
lenfeld

Oy X Oy

N:U =R (u,v) (u,v)

|ow X oy
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die Gauf-Abbildung von o.

Bemerkung 49.

Die GauB-Abbildung ist eine geometrische Gréfle, jedoch im Allgemeinen
nicht invariant unter Umparametrisierungen der Fliche: sei (u,v) — o(u,v)
eine Flidche mit Gau-Abbildung (u,v) — N(u,v), dann gilt fiir

Euklidische Bewegungen: die Gau-Abbildung N von

(u,v) = 6(u,v) := Ao(u,v) +¢, A€ SO(3) und c € R?,
ist durch

gegeben. Die Gau3-Abbildung rotiert also mit der Fléche.

Umparametrisierungen der Flache: Umparametrisierungen der Fléache kon-
nen die Orientierung der Gaufl-Abbildung verdndern. Dies ist zum Beispiel
der Fall fur die Umparametrisierung (u,v) — &(a,v) := o(—u,v), denn die

GauB-Abbildung N wird zu

05 X Oy Oy X Oy

N = (a,v) = (u,v) = —N.

loa X o] o X 0y

Jede Kurve auf einer Fléche ’erbt’ nun ein spezielles Einheitsnormalenfeld
von der Fliche, bestehend aus der eingeschréinkten Gauf-Abbildung:

Korollar and Definition 50.

Sei t — (t) eine Kurve im Parameterbereich U. Dann liefert ¢ — N(v(t))
ein wohldefiniertes Einheitsnormalenfeld fiir die Kurve ¢ — o(y(t)) und
induziert daher einen Rahmen fir v; dieser wird natirlicher Rahmen (auch
Darbouz-Rahmen) von t — o((t)) genannt.

Beweis. siehe Ubungen. O

Wir halten noch eine fiir spéter wichtige FEigenschaft der Gaufl-Abbildung
fest:

Korollar 51.
Die Ableitung der Gau-Abbildung liegt punktweise im Tangentialraum der
Fléche, d.h. fiir alle (u,v) € U gilt

.2
d(u,v)N R — T(u,v)a-

Beweis. Da |[N|? = 1, folgt
0 =d(|N|?) = 2N -dN
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und somit stehen N und dN orthogonal, also d(, ,) N : R? — Tuv)0- O

Ziel: wie in der Kurventheorie, mochten wir die Kriimmun-
gen der Flache durch die Veranderung der Flichennormalen
beschreiben.

Strategie: definiere eine Abbildung S, die die Verdnderung
der GauB-Abbildung beziiglich der Tangentialrichtungen be-
schreibt: dN = —S o do. Diese Abbildung werden wir dann
zur Beschreibung und Berechnung der Kriitmmungen auf einer
Flache verwenden.

Proposition and Definition 52.
Sei U > (u,v) — o(u,v) € R3 eine parametrisierte Fliche, dann definiert

S|(u,v) = _d(u,'u)N o (d(u,v)a)il

fiir jedes (u,v) € U einen Endomorphismus auf T, .0
Die Abbildung (u,v) — S(u,v) heifit Weingartenabbildung oder Form-
Operator.

Beweis. (1) Existenz der Umkehrabbildung von do:
Da dy 0 : R? — R3 injektiv ist, ist die Einschrinkung d(uv)0 : R? —
Tuw)o C R? ein Isomorphismus und die Umkehrungabbildung existiert.

(2) Wohldefiniertheit der Verkniipfung
Da nach Korollar 51

d(u,v)N :R? — T(uﬂ,)d,
d(uﬂ])a R > T(UVU)U,
ist die Verkniipfung wohldefiniert.

(3) S|(u,v) ist Endomorphismus

Da (d(uﬂ,)a)*l und d(, )N jeweils linear sind, ist auch die Verkniipfung eine
lineare Abbildung. O

Koordinatendarstellung der Weingarten-Abbildung: da o, (u,v) und

oy(u,v) eine Basis der Tangentialebene T, .o bilden, wird die Weingarten-

Abbildung im Punkt (u,v) eindeutig durch
S(ow) = S(do((y))) = —dN((
S(ov) = S(do((}))) = —dN((

)) _Nu’
)) = —Ny

—o or
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bestimmt.

Lemma 53.
S| (u,v) ist symmetrisch fiir alle (u,v) € U.

Beweis. Wir zeigen die Symmetrie beztiglich der Basis {0y, (u,v), 0y (u,v)}:
da0=o0, N =0, N, folgt

0= (ou - N)y =0y - N+0y - Ny=0u, N —0y-S(0y),
0=(0p  N)y=0u N+o0y Ny=0u, N —0,S(o4)

und daher
ou - S(oy) = S(oy) - 0.

Recap

Figenwerte und Eigenvektoren:
A € R heiit Eigenwert von h € End(V, V'), wobei V ein
R-Vektorraum, falls ein v € V' \ {0} existiert, sodass

h(v) = lv.

Der Vektor v heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert .

Definition 54.
Die Eigenwerte 1 und ko der Weingarten-Abbildung heiflen die Hauptkrim-
mungen der Flache und die dazugehorigen Eigenrichtungen die Hauptkrim-

mungsrichtungen.

Recap

Wie berechnet man Figenwerte und Figenvektoren eines
symmetrischen Endomorphismus S?

. . ajl a
e finde die Darstellungsmatrix A := %12 yon S
az1  a22

e berechne das charakteristische Polynom

aip — M a12
= det
Xaln) < as; azz — M)

e die Nullstellen von x 4(u) sind die Eigenwerte von A
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e sei \; ein Eigenwert, dann ist der dazugehorige Eigen-
vektor v; Losung des Gleichungssystems

(A—)\i (é ?))Uz =0

Ein hilfreiches Mittel zur Bestimmung der Darstellungsmatrix der Weingarten-
Abbildung ist die zweite Fundamentalform einer Fléache, die, anders als
die erste Fundamentalform, Informationen iiber die Hauptkriimmungen ko-
diert’ hat.

Definition 55.
Sei (u,v) — o(u,v) eine parametrisierte Fliche, dann heift

I:=—do-dN
die zweite Fundamentalform von o und die Funktionen
e:=—0y Ny, fi=—0y Ny, und g:= -0, N,

werden Koeffizienten der zweiten Fundamentalform genannt.

Bemerkung 56.

Differenzieren der Gleichungen 0 = o, - N und 0 = o, - N ergibt
e=—0y Ny= oy N,
f:_o'u’Nv:_O'v'Nm
g=—0y Ny = 04y, N.

Die zweite Fundamentalform II wird durch ihre Koeffizienten beschrieben:
seien w = (1} ),v = (3) € R?, dann gilt

m(uo,vo)(w’ U) = —d(uo,vo)a(w) : d(uo,vo)N(v)
t
_ (w1 (e(uo,v0) f(uo,v0)) (01
wa )\ f(uo,v0) g(ug,vo) ) \v2) "

Die Darstellungsmatrix der Weingarten-Abbildung mit Hilfe der Ko-
effizienten von I und II: da o, und o, eine Basis des Tangentialraumes bilden,
gilt

S(ow)

S(ov)

— Ny = a110y + G210y,

— Ny = @120y + G220y.
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Skalarmultiplikation mit o, und o, ergibt

e f\ _(E F)\ (a1 a2
fg) \F G)\axn ax

und die Darstellungsmatrix der Weingarten-Abbildung ist somit gegeben

durch

. 1 Ge—Ff Gf—-Fg
T EG-F2\Ef-Fe Eg—Ff)]"

dung bringen.

Ausblick: nach der vielleicht etwas technischen und abstrak-
ten Definition der Hauptkriimmungen, méchten wir nun noch
eine weitere geometrische Interpretation der Hauptkrimmun-
gen diskutieren. Dazu werden wir die Hauptkriimmungen mit
der Normalkrimmung von Kurven auf der Flache in Verbin-

Proposition 57.

Sei t — a(t) = o(y1(t),12(t)) eine Kurve auf der parametrisierten Fléche
(u,v) — o(u,v). Die Normalkriimmung der Kurve beziiglich des natiirlichen

Rahmens ist durch ) )
()
1((3)- ()

gegeben.

Beweis. Aus den Bewegungsgleichungen wissen wir, dass

1., 1, o - N’

I T

Rn

daher folgt mit Hilfe der Kettenregel

do(%)-av () _2((G)-(1)

Rnp =

Car()-ao () 1(Gh)- ()

O]

Nach dieser Proposition héngt die Normalkrimmung &, somit nur von der
Tangentialrichtung und nicht von der Kurve ¢t — «(t) ab. Als Folgerung
erhalten wir den folgenden Satz und eine Definition der Normalkriimmung,

die keine Wahl der Kurve verlangt:
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Theorem 58 (Meusnier).

Zwei Kurven auf einer Fliche (u,v) — o(u,v) die durch den Flachenpunkt
o(ug,vg) gehen und an dieser Stelle die selbe Tangente besitzen, haben an
diesem Punkt die gleiche Normalkriimmung.

Definition 59.
Sei (u,v) — o(u,v) eine parametrisierte Flache, o(ug,vg) = p ein Fldchen-
punkt und § € T(y, .,)0 eine Tangentialrichtung, dann nennen wir

(35
T

die Normalkrimmung von o in p in Richtung &.

Somit kann man von einem fixen Fldchenpunkt aus in ’jede Richtung der
Flache’ die Normalkriimmung berechnen. Das folgende Theorem zeigt, wie
man diese Normalkriimmungen aus den beiden Hauptkriimmungen berech-
nen kann:

Theorem 60 (Satz von Euler).
Seien e; und ey die Hauptkriimmungsrichtungen zu den Hauptkriimmungen
k1 und ke, dann ist die Normalkrimmung «,, in Richtung
e, := (cosp)er + (sinp)es
durch
kn(ey) = K1 cos? ¢ + kg sin? ¢

gegeben.

Beweis. spater O

Dieser Zusammenhang zwischen Normal- und Hauptkrimmungen liefert ei-
ne geometrische Charakterisierung der beiden Hauptkriimmungen:

Korollar 61.
Die Hauptkriimmungen «; und k9 sind in jedem Fldchenpunkt p das Maxi-
mum bzw. Minimum der Normalkriimmungen in p.

Beweis. OBdA nehmen wir an, dass k1 > ke gilt. Dann folgt mit dem Satz
von Euler fiir alle Richtungen e, dass

kin(ep) = K1 cos? o + kasin® g = (cos® ¢ + sin® ) kg + cos? p(k1 — K2) > K2

kin(ep) = K1 cos® p + Ko sin? ¢ = (cos® ¢ + sin? p)k1 + sin® (ko — K1) < k1.

O]
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2.5 Spezielle Flachenpunkte & weitere Kriimmungsbegriffe

Definition 62.
Ein Flichenpunkt f(u,v) einer Fliche o : U — R? heifit

e Nabelpunkt, falls k1 = Ko,
o Flachpunkt, falls k1 = kg = 0.

Bemerkung 63.
Nach dem Satz von Euler ist die Normalkriimmung in einem Nabelpunkt in
jede Richtung gleich.

Beispiel 64.
(i) Ein Ebenenstiick besteht aus Flachpunkten: angenommen (u,v)
o(u,v) € €, wobei

E:={zeR®z-n=d} firdeR,nc R\ {0},

dann ist die Gauss-Abbildung N = n konstant und somit dN = 0. Somit ver-
schwindet die Weingarten-Abbildung S = 0 und wir erhalten k1 = ko = 0.

(ii) Ein sparisches Fldachenstiick besteht aus Nabelpunkten.

Definition 65.
Sei o : U — R3 eine parametrisierte Fliche, dann beschreiben die Funktio-
nen
1 1
H .= it’l"s = i(lﬁ‘/l + /62)
K = detS = k1Ko

die mittlere Krimmung und die Gauf-Krimmung der Flache.

Bekannte Flachenklassen von denen wir einige spéater studieren werden:

e Minimalflichen < H =0,

o CMC-Flichen (constant mean curvature surfaces) < H = const # 0,
e abwickelbare Flichen & K =0,

e pseudospérische Flachen & K = —1,

e sphérische Flachen & K = 1.

2.6 Kriimmungslinienparametrisierung von Fliachen

Definition 66.

Eine Kurve t — o(71(t),v2(t)) auf der Fliache (u,v) — o(u,v) heiit Krim-
mungslinie, falls die Torsion beziiglich des natiirlichen Rahmens verschwin-
det, 7 = 0.
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Recap

Was bedeutet T = 0 beziiglich des Rahmens (T, N, B) geo-
metrisch?

7=0 < (T,N,B) ist ein paralleler Rahmen
< N ist ein paralleles Einheitsnormalenfeld
& VIN:=N — (N -T)T =0.

Proposition 67.
Eine Kurve t — o(y1(t), 72(t)) ist Kriimmungslinie genau dann wenn Rod-
riguez’ Gleichungen

0= (dN + nnda)(%)

erfillt sind.

Beweis. Nach der Definition von V+ und den Bewegungsgleichungen gilt

VL(N(’YL’YZ)) = (Nu'Yi =+ Nv’Vé) + (UU’Yi + Uv’Yé)’in'

Somit ist N(71,72) ein paralleles Normalenfeld entlang ¢t — o (v1(t),y2(t))
genau dann wenn Rodriguez’ Gleichungen erfiillt sind. O

Proposition 68.
Eine Kurve ¢t — o(71(t),72(t)) ist Kriimmungslinie auf der Fliache (u,v) —
g

o(u,v) genau dann wenn da(v ) Hauptkriimmungsrichtung in jedem Kur-
2

venpunkt ist.

Beweis. Nach der Definition der Weingarten-Abbildung gilt
nY . "
(dN + nnda)(%) = (=S + nnzd)da(%).

Daher sind Rodriguez-Gleichungen und somit ¢ — o (y1(t), v2(t)) eine Kriim-
mungslinie genau dann wenn do ( z} ) ein Eigenwert von S ist. Dies ist genau
2

dann der Fall, wenn da(zé ) eine Hauptkrimmungsrichtung beschreibt. [
2

Definition 69.
Eine Parametrisierung (u,v) — o(u,v) heiit Krimmungslinienparametri-
sierung, wenn alle Parameterlinien Kriimmungslinien sind.

Theorem 70.
Jede Fliche ohne Nabelpunkte besitzt lokal eine Kriimmungslinienparame-
trisierung.
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2.7 Hauptsatz fiir Flachen

Frage: Welche Daten muss man vorschreiben um eine Fléche
eindeutig zu bestimmen?

Hilfsmittel: Christoffelsymbole, Gauss- und Codazzi-
Gleichungen

Sei 0 : M? — R3? eine parametrisierte Fliche. Da o nach unserer generellen
Voraussetzung regulér parametrisiert ist, bilden o,,, 0, und N punktweise ei-
ne Basis von R? und die zweiten Ableitungen von o lassen sich als eindeutige
Linearkombinationen schreiben; wir erhalten zum Beispiel

OTuu = A0y + A20y + A3N,
wobei A3 = e, da nach Multiplikation mit N folgt
A3 =o0uyu N =—0, Ny, =¢e.

Die Koeflizienten der Linearkombination werden nach dem Mathematiker

E. B. Christoffel benannt:

Definition 71.

Die Funktionen Ffj definiert durch die Gleichungen
Ouwu =Tt 00+ 12,0, +eN
Our = F%Qou + F%QUQ, + fN
Ovu = F%lau + I‘%lav + fN
Ovy = F52O'u + F%QO'U + gN

heiflen Christoffelsymbole.

Da oy = oy, gilt

Lemma 72.
I}y =T} und I, = T3,

Wir wollen nun - aus Sicht der Definition doch etwas {iberraschend - zeigen,
dass die Christoffelsymbole nur aus den Koeffizienten der ersten Fundamen-
talform berechnet werden kénnen:

Lemma 73.
Die Christoffelsymbole sind durch die Gleichungen

ET}, + FT%, = 1E,
FT}, +GI'%, =F, - 1E,
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ET}, + FT%, =3iE, .
. (9)
2

FIiy 4+ GIy, =
{Er52 +FI3, =F,— 3G, (10)
FP%Z + GF%Q == %GU

eindeutig bestimmt und héngen somit nur von den Koeffizienten der ersten
Fundamentalform I ab.

Beweis. Die angegebenen Gleichungen erhélt man durch Multiplikation der
Gleichungen (7) mit o, und o,:

1 1
ETY + FT%, =04y - 04 = 5w ou)u = S Eu,

1
FF%l + GF%l = Ouu " Oy = (Uu : Uv)u - (Uu : qu) =F, - iEv.

Analog erhalten wir die beiden anderen Gleichungssysteme:

1
EI‘%Q + FP%Q - qu . Uu = iEr,_”

1
FP%Q + GF%Z = Oyy " Oy = iGu,

ET%Z +FP%2 = 0w 0y = Fy — -G,
FF%Q + GF%Q = Oypy " Oy = *Gv.

Weiters bemerken wir, dass die drei Gleichungssysteme (8), (9) and (10)
eindeutig lésbar sind genau dann wenn die Determinante EG — F? # 0.

Dies ist aber der Fall: bezeichnen wir den Winkel zwischen o, und o,
mit 6, dann gilt

EG — F? = |0,}|0,|* = cos? 0|au|?|0s|* = |ou|*|ow|? sin? § > 0.

Proposition 74.
Eine parametrisierte Flache (u,v) — o(u,v) erfillt die Gauf-Gleichung:

1
eg—f2 = - E(Evfu _2Fuv+Guu)
— E(T} T3y — (T15)?) = F(T'1313, — 201,05, + T3pl'Ty) — G(TE T3, — (T52)?).
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Beweis. Da N - N =1, gilt

eg— > =eN-gN —(fN)-(fN)
= (Uuu - F%lo-u - F%lav) : (va - F%2Uu - F%2UU)
- (qu - P%Qau - P%lav) : (qu - F%Qau - Fglav)'
Mit den folgenden Beobachtungen, die mit Hilfe der Gleichungen aus dem

Beweis von Lemma 73 nachgerechnet werden, folgt die Giiltigkeit der Gauf3-
Gleichung

(1) (F%lau - F%lov) (oww — P%zau - 1_%2‘71)) =

1,00 0w — THITE —THI%F+41%, 0, - 04y — T3,I3 F —T2132,G =0

(2) (Uuu_rhau - F%lgv) (o — F%QJU - F320v) =

Oy " Ovv — F%1F52E - (F%1F32 + F%1F%2)F - F%IF%QG

(3) (qu_F%zau - F%lgv) (o — F}QUU - F%lgv) =

Owv * Oyv — (F%2)2E - 2F%2F%2F - (F%2)2G

(4) Ouy * Ovv — Oy * Oy = (Uu : va)u - (Uu : qu)v

= (R~ 3Gu) ~ (35) = ~5(Bow — 2P + Gua).

O
Die Gaufl-Gleichung stellt also einen Zusammenhang zwischen der Deter-
minante der zweiten Fundamentalform II und den Koeflizienten der ersten
Fundamentalform her. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, hiangt

somit auch die Gau-Kriimmung nur von den Koeflizienten der ersten Fun-
damentalform ab.

Zunéchst leiten wir noch weitere Kompatibilitdtsbedingungen fiir den Haupt-
satz her.

Proposition 75.
Eine parametrisierte Fliche (u,v) — o(u,v) erfillt die Codazzi-Mainardi-
Gleichungen:

ey — fu= F%ze - (Fh - F%Q)f - F%lga
fo—9u= F%ze - (F%Q - F%2)f - F%29~
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Beweis. Da (0yy)y = (Ouy)u, folgt

0 =(0uwu)o N = (Oup)u- N
=(T'hou +T%0,4+eN), - N — (Thou + %0, + fN)y - N
:Fhauv N+ F%lavv "N +e, — F%Qauu N — F%2qu "N+ fo
=I'\ f+T59+e, —Tlge =55 f + fu

Analoge Argumente fiir (04 )y = (0w )y fihren zur zweiten Codazzi-Mainardi-
Gleichung. O

Nach den obigen Uberlegungen, lassen sich die Ableitungsgleichungen fiir
Flichen mit F = (oy, 0y, N) in der folgenden Form schreiben:

Fu=Fo,
u ¢ (11)
Fo = Fb,
wobei
]‘—‘%1 F%Q —ar 1—‘%2 ].—%2 —ai2
¢=|T% Tf —an| und ¢=|T3 T3 -—ax
e f 0 fog9 0
Theorem 76.
Gegeben

I = Edu? 4+ 2Fdudv + Gdv® und II = edu® + 2fdudv + gdv?

wobei I positiv definit und e, f, g skalare Funktionen sind, sodass die Gauf3-
und die Codazzi-Mainardi-Gleichungen erfiillt sind. Dann existiert lokal eine
parametrisierte Fliache (u,v) — o(u,v) mit I und II als erste und zweite
Fundamentalform.

Diese Fliche ist bis auf Euklidische Bewegungen eindeutig bestimmt.

Beweisskizze. Die Gauf}- und Codazzi-Mainardi-Gleichungen sind die Kom-
patibilitdtsbedingungen der Ableitungsgleichungen und garantieren somit
lokal eine Losung F'. Ein dhnliches Vorgehen wie im Beweis des Hauptsatzes
fiir Kurven, liefert nun eine parametrisierte Flache (u,v) — f(u,v) mit I
und I als Fundamentalformen.

2.8 Besondere Kurven - Geodatische auf Flachen

Ziel: finde die kiirzeste Verbindung auf einer Fliche zwischen
zwei gegebenen Flachenpunkten
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Definition 77.
Eine Kurve ¢ — «(t) auf der parametrisierten Flache (u,v) — o(u,v) heifit
Geoddtische, falls

a’"—(a"-N)N =0.

Aus der Definition folgt sofort, dass o orthogonal zur Tangentialebene und
parallel zu N ist:

a" oy, =("-N)N-o,=0

o o, =(@" - N)N-o,=0.

2

Korollar 78.
Geodatische werden mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen und ihre
geodatische Kriimmung x4 beziiglich des natiirlichen Rahmens verschwindet.

Beweis. e (I*) =2d/-a"=2da-(a/"- N)N =0
o Fiir eine Kurve mit |o/(t)| = const gilt:

a// 1 ,
W = WT = K/nN— :‘igB.

Da o parallel zu N ist, folgt kg = 0.

0
Proposition 79.
Eine Kurve t — a(t) = o(71(t),72(t)) ist Geodétische genau dann wenn
0=/ +T11 + 2019775 + T35 12

0= 3 +THht + 20T + 505

Beweis. Strategie: berechne o und verwende die Christoffel-Symbole. ]

Bemerkung 80.
Da die Christoffel-Symbole nur von der ersten Fundamentalform abhéingen,
gilt dies auch fiir Geodétische.

Proposition 81.

Sei py := o(up,vp) ein Flachenpunkt und & L N(ug,vp) eine Tangential-
richtung in pg, dann existiert genau eine Geodétische t — «(t) auf o(U) mit
a(0) = pg und ' (0) = &.

Beweis. Strategie: Formuliere (12) mittels w := (y1,7],72,75) als System
gewohnlicher Differentialgleichungen der Form w’ = x(w). Dann existiert zu
jedem Anfangswert genau eine Losung des Anfangswertproblems. O
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Geodatische Polarkoordinaten: sei py := o(ug,v9) ein Flachenpunkt
auf o und wéhle in der Tangentialebene T),,0(U) eine Orthonormalbasis
{e1, e2}. Weiters bezeichne t — ay(t) die eindeutige Geodétische mit

ag(0) =pp und )(0) = e; cos B + ez sinb.

Dann existiert ein ¢ > 0, sodass fiir 0 < t < ¢ alle Geodétischen ay wohl-
definiert sind und je zwei Geodéitische sich nur im Punkt pg schneiden.
Diese Geodatischen liefern dann lokal um pg eine Parametrisierung mittels
(0,€)x[0,27) > (t,0) — ag(t). Man beachte aber, dass die Parametrisierung
im Flachenpunkt py singulér ist.

Definition 82.
Die Parametrisierung (0,¢) x [0,27) > (¢,0) — op(t) heiBt geoddtische Po-
larkoordinaten um pyg.

Lemma 83.
Fiir geodéatische Polarkoordinaten gilt

I = dt* + Gdb?, wobei VGli—o = 0 und 8,(VG)|i—o = 1.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. (keine Details) O

Korollar 84.
Geodatische sind lokal die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Flachenpunk-
ten.

Bemerkung 85.

Der Zusatz ’lokal’ bedeutet, dass die beiden Fliachenpunkte nicht zu weit
auseinanderliegen diirfen. Konkret muss fiir die Korrektheit der Aussage in
Korollar 84 gelten: seien py und p zwei Flachenpunkte, sodass p in einer Um-
gebung von pg liegt, in der es wohldefinierte geodétische Polarkoordinaten
um pg gibt.

Beweis. Es seien (t,0) — o(t,0) geodatische Polarkoordinaten um den Fla-
chenpunkt pg und p ein weiterer Flachenpunkt in der Umgebung von pg, so-
dass dieser durch die gegebenen Polarkoordinaten beschrieben werden kann,
d.h. es existieren (£, ), sodass p = o (£, 6).

Weiters sei s — d(s) eine beliebige Kurve auf der Flache o mit 6(0) = pg
und 6(1) = p. Nach Lemma 38 gibt es somit eine Kurve

s = 7(s) = (71(5),72(s))

im Parameterbereich, sodass

5(t) = o(1(t), 72(t)) mit 7(0) = (0,0) und (1) = (£,8).
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Nach Lemma 83 betréigt die Lange der Kurve § von pg nach p:

/\5’ ]ds-/ \/'y )+ GE( )dsz/olvi(s)ds:t.

Gleichheit gilt somit genau fiir 7% = 0 and 7}2 > 0; das heiBt, genau dann
wenn wir uns entlang einer geodéatischen Koordinatenlinie bewegen. O
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3 Im Fokus: die Gauf3-Kriimmung

Recap

Die GauB-Kriimmung ist definiert als die Determinante
der Matrix A der Weingartentenabbildung bzw.als das
Produkt der beiden Hauptkriimmungen:

K =det(A) = k1ka.

Aus der Matrixdarstellung der Weingartenabbildung

e 1 Ge—Ff Gf—-Fg
T EG-F2\Ef-Fe Eg—Ff

berechnet sich die Gaufl-Kriitmmung zu

eg — f?
det(A) = ————.
WA= ga—
Mit Hilfe der GauB-Gleichung erhalten wir nun eines der bemerkenswerte-
sten Resultate der klassischen Differentialgeometrie:

Theorem 86 (Theorema Egregium).
Die GauB-Kriimmung ist eine intrinsische Grofle, das heift sie hangt nur von
der ersten Fundamentalform einer Flédche ab.

Insbesondere ist die Gaufl-Kriimmung einer parametrisierten Flache
(u,v) — o(u,v) durch

1
(EG - F2)K = §(Evv —2Fy, + GUU) - E(F%lF%Q - (F%Q)Z)
— F(},13, — 211,15, + T3,1%)) — G113, — (I'1)?)

gegeben.

Beispiel 87.
Die Gaufl-Kriimmung einer Sphére mit Radius r > 0 hat konstante positive
GauB-Kriimmung K = %2

Beispiel 88.
Die Gaufl-Kriimmung des Rotationstorus

[0,27) x [0,27) 3 (u,v) — {(c+ acosv)cosu, (¢ + acosv)sinu,asinv}

lautet
CcOoS v

- a(c+ acosv)
Das heifit entlang der Parameterlinien ¢ — o (¢, 7/2) und t — o(t,37/2) ver-
schwindet die GauB-Kriimmung, in dem Bereich (u,v) € [0,27) x [7/2, 37/2)
ist die Gaufl-Kriimmung negativ, sonst positiv.
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Beispiel 89.

Eine Regelfidche ist eine Flache die aus einer 1-Parameterfamilie von Gera-
den besteht, das heifit durch jeden Flachenpunkt geht zumindest eine Gera-
de, die in der Flache liegt.

Mit einer einfachen geometrischen Uberlegung aus der Kurventheorie se-
hen wir, dass die GauB-Kriimmung einer Regelfliche immer kleiner gleich 0
ist:

Recap

Die Normalkriimmung einer Geraden verschwindet fiir je-
den beliebigen Rahmen.

Somit gibt es in jedem Fldchenpunkt zumindest eine Richtung, in der die
Normalkrimmung der Flache verschwindet. Da die beiden Hauptkrimmun-
gen die maximale und minimale Normalkriimmung in einem Flachenpunkt
liefern, kdnnen nur zwei Falle auftreten:

- zumindest eine der Hauptkriimmungen verschwindet und K = 0,

- eine Hauptkriimmung ist positiv, die andere negativ und somit K < 0.
FEine Regelfldche hat daher in keinem Flachenpunkt positive Gaufl-Kriimmung.

Dies lasst sich auch rechnerisch schnell {iberpriifen: eine Regelflache ist durch
folgende Parameterdarstellung gegeben

o(t,v) = x1(t) +vxa(t),

wobei t — x1(t) eine Kurve und t — x2(t) eine 1-Parameterfamilie von
Richtungen ist.
Da oy, =0, ist g = 0 und somit folgt fiir die Gau-Kriimmung:

_f2

K=5q_

<0. (13)

Beispiel 90.
FEin einschaliges Hyperboloid

(u,v) + (acoshvcosu, acoshvsinu,csinhv), a,c€ RT
hat negative Gauf3-Kriimmung.
Es koénnen also die unterschiedlichsten Eigenschaften fiir die Gaufl-Kriimmung
auf einer Flache auftauchen. Eine besondere Stellung nehmen Fléchen mit

konstanter Gaufl-Kriimmung ein, die wir in den folgenden Abschnitten né-
her untersuchen und charakterisieren werden.
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Zunéchst mochten wir noch auf folgende Besonderheit eingehen: auf der
einen Seite hingt die GauB-Kriitmmung nur von der ersten Fundamentalform
ab, auf der anderen Seite ist aber nach dem Hauptsatz der Flachentheorie
eine Fliache durch die Vorgabe der ersten Fundamentalform im Allgemeinen
noch nicht eindeutig bestimmt.

Frage: welche Fléchen besitzen die gleiche Gauf3-Kriimmung?

Definition 91.

Zwei parametrisierte Flachen(stiicke) o1 : U — S1 und o9 : U — So heiflen
zueinander isometrisch, falls die beiden ersten Fundamentalformen iiberein-
stimmen. Die Abbildung ¢ : S7 — So heifit Isometrie.

Beispiel 92.
Die xz-Ebene
(u,v) = o1(u,v) := (u,0,v) (14)

und der Zylinder
(u,v) = o2(u,v) := (cosu,sinu, v) (15)

sind isometrisch, da die erste Fundamentalform jeweils durch I = du? + dv?
gegeben ist. Die Isometrie zwischen diesen beiden Flachen lautet

t(u,0,v) = (cosu,sinu, v). (16)

Da sowohl die Langenmessung einer Kurve auf einer Fléiche, als auch ei-
ne Geodétische nur von der ersten Fundamentalform einer Fldche abhéngt,
folgt:

Korollar 93.

(i) Die Lénge von Kurven auf einer Fliche ist invariant unter Isometrien.

(ii) Geodétische werden durch eine Isometrie wieder auf Geodétische
abgebildet.

(iii) Geodatische Polarkoordinaten werden durch eine Isometrie lokal wieder
auf geodétische Polarkoordinaten abgebildet.

Weiters folgt nach dem Theorema Egregium:

Korollar 94.
Die Gau-Kriimmung von zwei isometrischen Flachenstiicken ist gleich.

Fiir Flachen mit konstanter GauB-Kriimmung gilt auch die Umkehrung:
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Theorem 95 (Minding’s Theorem).

Besitzen zwei Fliachen die gleiche konstante GauB-Kriimmung, dann sind
sie lokal isometrisch, d. h. es existieren lokal Parametrisierungen, sodass die
beiden ersten Fundamentalformen iibereinstimmen.

Beweis. Strategie: wir zeigen, dass flir konstante GauB-Kriimmung K die
Koeffizienten der ersten Fundamentalform fir geodétische Polarkoordinaten
nur von K abhéngen;

Ist ein Fléchenstiick mittels geoddtischen Polarkoordinaten (r,6) parame-
trisiert, dann gilt

I =dr? +Gd#?, wobei VGlr—o =0, 8,(VG)|r=o = 1. (17)
Aus der GauB-Gleichung und den Christoffelsymbolen erhalten wir
KVG+ (VG),r = 0. (18)

Ist nun die Gauf-Kriitmmung K konstant, so wird v/G eindeutig durch (18)
und die Anfangswerte (17) bestimmt:

(i) K = 0: Die allgemeine Losung von (vG),» = 0 ist gegeben durch
G(r,0) = rx1(0) + x2(0).

Aus den Anfangsbedingungen folgt v/G(r,0) = r.
(ii) K = A? > 0 : Die allgemeine Losung von A>V/G + (VG), = 0 lautet

G(r,0) = x1(0) sin A1 + x2(0) cos Ar. (19)
Um die Anfangsbedingungen zu erfiillen gilt

1
VG = 1z S AT (20)

und somit G = % sin? VK.
(iii) K = =A% < 0 : Die allgemeine Losung von —\2vV/G + (VG = 0 lautet

\/G(r,0) = x1(0) sinh A\r + x2(6) cosh Ar. (21)

Aus den Anfangswerten folgt somit
1
G(r,0) = % sinh? V- K. (22)

Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform hédngen also nur von K ab.
O
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3.1 Abwickelbare Flachen, K =0

Definition 96.
Eine Flache wird abwickelbar (auch Torse oder flach) genannt, falls die
Gauf-Kriimmung auf der ganzen Flache verschwindet.

Eine parametrisierte Flache U 3 (u,v) — o(u,v) heifit reqular abwickel-
bar, falls (u,v) wohldefinierte Kriitmmungslinien sind und eine der Haupt-
krimmungen verschwindet, d.h. flir ¢ = 1 oder ¢ = 2 gilt k; = 0 auf
ganz o(U).

Insbesondere wenn wir Singularitdten und Nabelpunkte zulassen, sind
diese beiden Begriffe nicht dquivalent; in der Literatur finden sich zahlreiche
Arbeiten die den Unterschied thematisieren (sieche zB Wallner, Ruled sur-
faces and developable surfaces oder Hartman und Nirenberg, On spherical
image maps whose Jacobians do not change sign, 1959).

Da eine Ebene offensichtlich verschwindende Gaufl-Kriimmung besitzt, folgt
nach dem Theorem von Minding, dass jede abwickelbare Flache lokal isome-
trisch zur Ebene ist. Somit kann eine abwickelbare Fliache aus einem Stiick
Papier ohne Stauchung und Verzerrung erzeugt werden.

Ziel: Klassifikation regulér abwickelbarer Flachenstiicke ohne
Flachpunkte

Sei also (u,v) + o(u,v) eine regulir abwickelbare Fliache, die mittels Kriim-
mungslinien parametrisiert ist und oBdA die Bedingung ks = 0 erfiillt. Da
sich fiir allgemeine Kriimmungslinien die Codazzi-Gleichung zu

0= (Hg)u — %(/ﬂ — K]Q) (23)

vereinfacht, gilt fiir unseren Fall 0 = G,,. Der Koeffizient G héngt also nur
von v ab: G = G(v). Es gibt daher eine Kriimmungslinienparametrisierung
sodass die Fundamentalformen von folgender Form sind:

= u” + dv® un = r1Edu”.
I = Edu® + dv?® und II Edu? 24

Fiir die Christoffelsymbole I'}, und '}, erhalten wir mit Hilfe von
1

BTy + FIoy = F, = 5Gu,
FTy, + GT3, = %Gv,
dass T}, = I'%, = 0. Da somit
ow = 0ul'sy + 0,5 + Ng =0, (25)
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ist die betrachtete regulér abwickelbare Fliche von der Form
o(u,v) = x1(u) + x2(u)v (26)
und daher eine Regelfliche. Zusammengefasst:

Proposition 97.
Eine regulér abwickelbare Flache ohne Nabelpunkte ist eine Regelfliche.

Achtung, es ist jedoch nicht jede Regelfléche abwickelbar. Das Helikoid liefert
ein Gegenbeispiell Wir werden beweisen:

Theorem 98.

Eine Regelfliche ist reguldr abwickelbar genau dann wenn sie lokal einem
der folgenden Flachentypen entspricht:

- Tangentenfliche einer Raumkurve u — x(u):

o(u,v) = x(u) +vx'(u) (27)

- ein verallgemeinerter Kegel iiber einer Kurve u — y(u):

o(u,v) =p+vx(u), (28)

wobei p € R? die Kegelspitze ist
- ein verallgemeinerter Zylinder tber einer Kurve u +— x(u):

o(u,v) = x(u) + vp, (29)
wobei p € R3.

Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte und zeigen zuerst:

Lemma 99.
Fine Tangentenflache, ein verallgemeinerter Kegel und ein Zylinder sind ab-
wickelbar, dh K = 0.

Beweis. Die GauB-Kriimmung einer Regelflache (u,v) — x1(u) + vxa(u) ist
durch

—f?
K=—"——
EG — F? (30)

gegeben und verschwindet daher genau dann wenn f = N - g, = 0.
- Tangentenfliache: da oy = X" (u) und N = %, folgt

f=N-0u, =0. (31)
- Kegel: N = TQC’IXX)?\ und daher f = 0.
- Zylinder: da oy, = 0, erhalten wir auch in diesem Fall f = 0. O
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Sei umgekehrt (u,v) — o(u,v) = x1(u)+vx2(u) eine Regelfliche mit K = 0,
dann folgt f = 0. Da

Oy = Xll + UX,%

Oy = X2,
Ouv :X/27
folgt weiters
0=f=N-0uw=N"xb, (32)
0=N-0,=N"x2, (33)
0=N-o0y,=N-(x1+0x3) (34)

und differenzieren nach v ergibt

Nv ' XIQ :Oa
Nv © X2 :Oa
N, - Xll =0.

Wir unterscheiden drei Falle:
(1) falls xj = 0 oder x4 = 0, erhalten wir einen Kegel oder einen Zylinder;
(2) falls x| parallel zu x4, ergibt sich ein Kegel

(3) sonst gilt N, = 0, dh die Normalen entlang jeder Erzeugenden sind
parallel und die Tangentialebenen somit konstant. Da die Normale einer
Regelfliche durch

_ XX e+ u(xs X xe)
gegeben ist, gilt: N, = 0 genau dann wenn x} X x2 = 0. Dies ist der Fall
falls x} = Ax2 und o somit eine Tangentenfléche ist.

N

(35)

Nachdem wir nun sdmtliche abwickelbare Flachen geometrisch beschrieben
haben, diskutieren wir noch eine weitere Anwendung von abwickelbaren F1a-
chen.

Klarerweise ergeben die Normalen entlang einer Kurve auf einer beliebi-
gen Fliache eine Regelfliche. Ist diese Regelfliche abwickelbar, so sagt dies
etwas iiber die Geometrie der Kurve auf der Fliche aus:

Proposition 100.
Eine Kurve auf einer Flache ist eine Krimmungslinie genau dann wenn die
Flachennormalen entlang der Kurve eine abwickelbare (Regel-)Fléche bilden.

Beweis. Sei (u,v) — o(u,v) eine beliebige Fliche und t — a(t) := o(y1(t),72(t))
eine Kurve auf der Fliache. Wir interessieren uns fir die Fldche

(t,0) = p(t,v) = a(t) + vN(1(t),72(1))- (36)
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Die Normale N” von p ist durch

o x N

NP = X
|a/ x N|

(37)

gegeben. Wir wissen bereits, dass eine Regelfliche genau dann abwickelbar
ist wenn fP = 0. Weiters gilt

P _ NP. —
f th |a, % N’

(o/ x N) - Ny = det(N;, o/, N).

Da N L Ny, o, gilt det(Ng, o/, N) = 0 genau dann wenn
1.Fall: N; =0
2.Fall: Ny und Ao’ linear abhangig sind;

Insgesamt folgt also:
FP=0 & Ny =X (38)

fiir ein passendes A € R. Das heifit: f? = 0 genau dann wenn die Rodriguez
Gleichungen erfillt sind. Dies ist allerdings der Fall genau dann wenn t —
a(t) eine Krimmungslinie ist. O

Somit: ist eine Fldche nach Kriimmungslinien parametrisiert, ergeben die
Normalen entlang jeder Kriimmungslinie abwickelbare Fléachen, die sich paar-
weise orthogonal schneiden.
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3.2 Asymptoten auf einer Fliche

Beobachtung: Ist die Gau3-Kriimmung in einem Flachenpunkt negativ, dann
ist eine der Hauptkrimmung x; und kg positiv und eine negativ. Da die
Hauptkriimmungen maximale und minimale Normalkrimmung in einem
Flachenpunkt sind, gibt es nach dem Zwischenwertsatz zumindest eine Tan-
gentialrichtung in die die Normalkriimmung verschwindet.

Definition 101.

Eine Kurve t — «a(t) auf einer Flache heifit Asymptote wenn die Normal-
kriimmung beziiglich des natiirlichen Rahmens entlang der Kurve verschwin-
det, k, = 0.

Recap

Die Normalkriimmung k, entlang einer Kurve

t = o(71(t),72(t))

auf einer Fliche (u,v) — o(u,v) ist durch

II / /
o = (%7)’

I(v',v)

wobei 1(t) = (71(£), 72(#)), gegeben.

Aus der Definition der Normalkriimmung, sowie der Matrixdarstellung der
zweiten Fundamentalform II folgt:

Proposition 102.
Eine Kurve t — a(t) = o(y1(t),72(t)) ist eine Asymptote auf der Fliche
(u,v) — o(u,v) genau dann wenn

eV + 2fv17h + gv8 = 0. (39)

Da Parameterlinien durch ¢ — (¢,v9) und ¢ — (ug,t) beschrieben werden,
folgt

Korollar 103.
Ist eine Fliche (u,v) — o(u,v) so parametrisiert, dass alle Parameterlinien
Asymptoten sind, dann gilt fiir die Koeffizienten der zweiten Fundamental-
form e =g = 0.

Proposition 104.
Die Existenz einer Asymptote durch einen Flachenpunkt p hidngt von der
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Gauf-Kriimmung in diesem Punkt ab: falls

K >0 = es existiert keine Asymptotenrichtung durch p
K <0 = es gibt zwei Asymptotenrichtungen durch p.

Beweis. Es seien e; und ep die beiden Hauptkriimmungsrichtungen, dann
ist nach dem Satz von Euler die Normalkriimmung &, in Richtung

e, =e1cosp +exsing, ¢ € [0,27), (40)

durch
kn(ey) = K1 cos? o + kg sin? ¢ (41)

gegeben.

Eine Richtung e, ist also Asymptotenrichtung genau dann wenn £, (e,) = 0.

o Ist K > 0, dann gilt fiir alle Richtungen e,: xy(e,) # 0, da die Haupt-
krimmungen beide positiv oder beide negativ sind. Es existieren daher
keine Asymptotenrichtungen.

e Ist K <0, dann 16st
¢ = tarctan |5 (42)
K2

die Gleichung r(e,) = 0 und es verlaufen somit zwei Asymptoten durch
den Punkt p.

O

Bemerkung 105.
Verschwindet die GauBB-Kriimmung in dem Flédchenpunkt p gibt es zwei Fal-
le:

e ist p ein Flachpunkt, d.h.k; = ko = 0, so verschwindet k,, in jede
Richtung

e ist p kein Flachpunkt und oBdA ko = 0, dann gibt es genau eine Asym-
ptotenrichtung die mit der Hauptkriimmungsrichtung von ko iiberein-
stimmt.

Das heifit, die Erzeugenden einer abwickelbaren Fliche sind gleichzeitig
Kriimmungslinien und Asymptoten.

48



Bemerkung 106.
Sei t — «(t) eine Asymptote, die nach der Bogenlédnge parametrisiert ist.
Aus den Bewegungsgleichungen

T =k, N — k4B (43)
folgt mit x, = 0:
o = —kyB, (44)

also gilt @’ 1. B und somit spannen o’ und o’ die Tangentialebene auf.

Beispiel 107.

Wie wir bereits wissen, ist die GauB-Kriimmung des Katenoids negativ; da-
her gehen durch jeden Flachenpunkt zwei Asymptoten. Wir wollen nun eine
Parametrisierung finden, sodass alle Parameterlinien Asymptoten sind.

Da das Katenoid eine Rotationsflache ist, ist eine Kriimmungslinienpara-
metrisierung durch

(u,v) + (coshv cos u, cosh v sin u, v) (45)
mit zweiter Fundementalform
I = —du? + dv? (46)
gegeben. Eine Kurve ¢t — o(v1(t),v2(t)) ist daher nach Proposition 102 eine
Asympotote genau dann wenn
=0 & (n+7)0r—7) =0
7+ =0 oder 71— =0
Sy +ty2=A oder y1—72=pu,
wobei A, 4 € R Integrationskonstanten sind.
Eine Umparametrisierung (u,v) — (t(u,v),d(u,v)) des Katenoids, sodass

alle Parameterlinien Asymptoten sind, ergibt sich also durch Auflésen des
Gleichungssystems

S3
Il

U+
U—V = U.
Wir erhalten somit die gesuchte Umparametrisierung durch

A\ —
QZZT und ’DITu

und die Parametrisierung eines Katenoids mittels Asymptoten ist durch

A—p A A= . A+p A—p
(A, ) — (cosh 5 €08 — , cosh 5 S~ — )

gegeben.
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Nach dem Satz von Picard-Lindeldf, kann nun lokal fir jedes Flachenstiick
mit negativer GauB-Kriimmung eine Parametrisierung mittels Asymptoten
gefunden werden:

Proposition 108.

Auf einem Fldchenstiick mit negativer (nicht notwendigerweise konstanter)
GauB-Kriimmung K =: —3 existiert lokal eine Parametrisierung, sodass
alle Parameterlinien Asymptoten sind.

Wir werden nun noch untersuchen, welche Form die Fundamentalformen
fir diese spezielle Parametrisierung haben: dazu machen wir zunachst den
folgenden Ansatz und schreiben die Koeffizienten der ersten Fundamental-
form als

E=p’xi uwd G=p’x3, (47)

wobei y; und x2 passende Funktionen sind. Bezeichne weiters w den Winkel
zwischen den Parameterlinien, dann gilt

Oy " Oy F
cosw = = . 48
oullon] ~ VEG (48)

Nach Korollar 103, gilt auflerdem fiir eine Parametrisierung entlang Asym-
ptoten die Eigenschaft e = g = 0. Somit folgt mit
1 eg— f?

Ke———_ 9977
p? EG — F?’

dass f = px1x2sinw.

Zusammenfassend sind die Fundamentalformen einer Parametrisierung mit-
tels Asymptoten also durch

I =p?(x3du® + 2x1x2 coswdudv + x3dv?) (49)
I =2px1 X2 sin wdudv, (50)
wobei K =: —L4 und w den Winkel zwischen den beiden Parameterlinien

beschreibt, gegeben.

Die Codazzi-Mainardi- und Gauf-Gleichungen lauten fiir diese Parametri-
sierung

1 1
0=(x1)o + 5%){1 - 5%)(2 cosw, (51)
1 py 1 py
O =(x2 —+ ——X2 — z—X1COsw, 52
(et 570 = 5" (52)
0 =wyy + 1(@& sin w) + }(Plﬁ sinw) — X1X2Sinw. (53)
2\ p x1 u 2\ p X2 v
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3.2.1 Pseudosphirische Fliachen, K = —1

Wir wollen nun Flachen mit konstanter negativer Gau-Kriimmung untersu-
chen. Da Skalieren einer Fliache die Geometrie nicht verdndert, beschrinken
wir uns auf den Fall K = —1.

Definition 109.

Eine Fldche mit konstanter negativer Gauf-Kriimmung K = —1 heifit pseu-
dosphdrisch.
Ist (u,v) — o(u,v) eine pseudosphérische Flache mit K = —1, dann exi-

stiert eine Parametrisierung mittels Asymptoten mit Fundamentalformen
der Form (49) und (50), wobei

1
p=1 da K=-—5=-1 (54)
p
Die Codazzi-Mainardi-Gleichungen zeigen somit, dass
(X1)v =0 = (x2)u
und daher y; = x1(u) und y2 = x2(v). Es existiert daher eine Asymptoten
erhaltende Umparametrisierung sodass
I = du® +2cosw dudv + dv?, (55)
I = 2sinw dudv. (56)
Definition 110.

Eine Parametrisierung mit der Eigenschaft £ = G = 1, heifit Chebyshev-
Netz.

Theorem 111.
Fine Fléche ist pseudosphérisch genau dann wenn sie durch ein asymptoti-
sches Chebyshev-Netz parametrisiert werden kann.
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Beweis. Wie oben gezeigt, kann eine pseudosphérische Flache durch ein
asymptotisches Chebyshev-Netz parametrisiert werden (vgl. (55) und (56)).

Es bleibt also die Umkehrung zu zeigen: sei (u,v) — o(u,v) ein asymptoti-
sches Chebyshev-Netz, dann gilt

I = du® + 2cosw dudv + dv?,
I = 2sinw dudv,

und wir erhalten

eg — f? —sin?w
K= = =-—1 57
EG—-F? 1—cos?w (57)

O]

Ist eine pseudosphérische Fliche so parametrisiert, dass (55) und (56) gel-
ten, dann vereinfacht sich die Gau-Gleichung (53) zu einer sehr bekannten
Gleichung:

Korollar and Definition 112.
Die Gauf3-Gleichung eines asymptotischen Chebyshev-Netzes wird zur Sinus-
Gordon-Gleichung

Wyp = Sinw. (58)

Nach dem Hauptsatz fiir Flachen gilt auch die Umkehrung, da die Codazzi-
Mainardi-Gleichungen trivialerweise erfiillt sind:

Proposition 113.
Sei w = w(u,v) eine Losung der Sinus-Gordon-Gleichung, dann definieren

I = du® +2cosw dudv + dv?, (59)
I = 2sinw dudv (60)

eine pseudosphérische Fléche.

Aus einem asymptotischen Chebyshev-Netz (u,v) — o(u,v) gewinnt
man leicht eine Kriimmungslinienparametrisierung durch die Umparame-
trisierung

(u,v) — o 5 g ) =: 5(u,v). (61)

Es gilt
I= cos? %du2 + sin? %va, (62)
I= %sinw(—du2 + dv?) (63)
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und daher

sin w ; w
Kl=—-—— = —tan—
1+ cosw 2

sin w tw

Kg=— ——— = cot—
1 —cosw 2

Die Gauf-Gleichung bzw die Sinus-Gordon-Gleichung lautet in diesen Kriim-
mungslinienparametern mit 6 := %

Ouu — Ouy = sinf cosb.

Umgekehrt, liefert die Umparametrisierung (u,v) — &(u + v,u — v) einer
Kriimmungslinienparametrisierung der Form (62) und (63) ein asymptoti-
sches Chebyshev-Netz.

Proposition and Definition 114.
Fiir jede pseudosphérische Fliache existiert ein Chebyshev-Kriimmungsliniennetz,
das ist eine Parametrisierung (u,v) — o(u,v) sodass

I = cos?0du® + sin® 0dv?,

1
I= 5 sin 20(—du® + dv?).

Beispiel 115.

Pseudosphere
U, V) CoS v,
(u,0) =4 coshu
sin v,
cosh u
u — tanhu}.

3.3 Bianchi-Transformation

Ziel: konstruiere aus einer bekannten pseudosphérische FIa-
che weitere neue pseudospharische Flachen
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Definition 116.

Eine Fliche S heifit Bianchi- Transformierte der pseudosphérischen Flache
S, falls es eine Abbildung ® : S — S zwischen den beiden Flichen gibt,
sodass fiir jeden Flachenpunkt p gilt

(B1) [®(p) —pl =1

(B2) ®(p) — p liegt in der Tangentialebene von S bei p

(B3) Die Normale N(®(p)) liegt in der Tangentialebene von S bei p und
steht orthogonal auf ®(p) — p

Beispiel 117.
Gerade — Pseudosphére — Kuen-Fliache

Proposition 118.
Sei U > (u,v) — o(u,v) € R? eine pseudosphirische Fliche parametrisiert
durch ein Chebyshev-Kriimmungsliniennetz und 6 = ® o o eine trans-
formierte Fliache die (B1) und (B2) erfiillt. Dann existiert eine Funktion
f: U — R sodass R R

cos 6 sin 6

6=0+——0, +—0,
cosf sin 6

(64)

Beweis. Nach (B2) liegt ®(p) — p fir jeden Flachenpunkt p € S in der
entsprechenden Tangentialebene die von o, (p) und o,(p) aufgespannt wird:
somit existieren Funktionen A\, Ao : U — R sodass

6 =0+ Aoy + A20y. (65)
Nach (B1) gilt weiters
1=|®(0) — o> = (M\ow + A20y) - Moy + Aaoy) = Xo|ow|* + Xaoy|?
= X cos?§ + A3 sin? 4.

Es existiert daher eine Funktion § sodass

)\1 = und )\2 = 17, (66)

was somit die Behauptung beweist. O

Korollar 119.
Ist 6 gegeben durch (64), dann gilt

cos 0 — sin (0, + 0,) cos (0, + 6,)

u

A

Oy = oy — sin 6 cos N

cos sin @
Gy = _sinf(f, +6.) s sin § + 00'80(6” + Qu)av + sinf cosON.
cosf sin 0
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Beweis. Ableiten von (64) gibt

cosé> ((:osé) (Siné) + s:mgauy- (67)

a'u:Uu+ ( S

Ouu .
cosf/u cos sinf@/«

Die zweiten Ableitungen kénnen mit Hilfe der Christoffelsymbole ausge-
driickt werden,
Ouy = I’hau + F%lav +eN
—(tan 6)0,0, + (cot )0,0, — sinf cos N,

Ouw = 'hyou + o,
—(tan 0)0,0, + (cot 6)0,0,.

Analoge Uberlegungen fithren zum Ausdruck fiir &,. O

Theorem 120.
Eine parametrisierte Flidche gegeben durch (64) ist Bianchi-Transformierte
genau dann wenn die folgenden Gleichungen gelten:

0, +0, = sinfcosh, (68)
0, + 0, = — cos O sin 6. (69)

Beweis. Angenommen die Fléche (u,v) — &(u,v) ist eine Bianchi-Transformierte,
dann gilt fiir die Einheitsnormale N von S nach oben und (B3):

N = Aoy, +Bo, und N-(6—0)=0 (70)
und daher R R
N:_smﬂa _’_C.OSQO_U' (71)

cosf " sinf
AuBlerdem gilt

A

0=N-6,=N-6, (72)
und das ist nach Rechnung der Fall wenn (68).

Umgekehrt, angenommen es gelten die Gleichungen (68), dann gilt

6y = cos? 0o, + cosfsin § cot Oo, — sin O cos ON (73)
6, = sin 0 cos 0 tan o, + sin® o, + sin § cos ON. (74)
Dann gilt
R in 6
No=-20 + 2%, (75)

u
cos 6 sin 6
ist Einheitsnormale von 6 und ist orthogonal zu & — o. Daher ist & eine
Bianchi-Transformierte von o. ]
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Theorem 121.
Die Bianchi-Transformierte & ist eine pseudosphérische Flache und ein Chebyshev-
Krimmungsliniennetz.

4 Minimalflachen

In diesem Kapitel untersuchen wir Minimalflichen von unterschiedlichen
geometrischen Standpunkten aus. Insbesondere méchten wir zeigen, dass die
Oberflache einer Minimalfléche eine spezielle Eigenschaft hat; diese Flachen
sind némlich kritische Punkte des Oberflichenfunktionals.

Dazu diskutieren wir im ersten Abschnitt im Allgemeinen wie man die
Oberflache einer parametrisierten Fldche berechnen kann und wie man Ober-
flichen von verschiedenen Fliachen iiberhaupt ’vergleichen’ kann.

4.1 Oberflachenintegral und Normalvariationen

Ziel: Berechnung der Oberfliache einer Fléche

Idee: wir approximieren die Fldche durch infinitesimal kleine
tangentiale Rechtecke und addieren die Flacheninhalte dieser
Rechtecke

Sei 0 : U — R3 eine parametrisierte Fliche und R C U ein Rechteck mit
gegeniiberliegenden Eckpunkten (ug,v9) und (ug + dug,vo + dvg). Dieses
Rechteck R im Parameterbereich induziert ein - in gewisser Weise - appro-
ximierendes Parallelogramm auf der Fliche, ndmlich das Parallelogramm
aufgespannt durch die beiden Tangentialvektoren

|6uo| - Oul|(ugwp) und 000 - Du0| (g 00)- (76)
Der Flacheninhalt dieses Parallelogramms ist durch
|0ug||dvo||Ouo X Oyo| (77)

gegeben.
Verfeinerung der Approximation und Grenzwert der Summe der entspre-
chenden Flécheninhalte fithrt zu dem Begriff des Oberflichenintegrals.

Proposition and Definition 122.
Sei 0 : U — R3? eine parametrisierte Fliche, dann heift

dA := |0y0 X Oyo| dudv = vV EG — F? dudv (78)
das Flachenelement und

Alo(U) = / /U VEG = F? dudv (79)

die Oberfidche von o(U).
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Bemerkung 123.

Die Teilmenge U C R? sei hier so vorausgesetzt, dass wir iiber U integrieren
konnen. In unserem Fall wird das oft ein abeschlossenes Rechteck [a, b] x
[c,d] € R? sein, im Allgemeinen geniigt aber ein kompaktes, messbares und
zusammenhéangendes Gebiet (zum Beispiel die abgeschlossene Kreisscheibe).

Beweis. Da fiir vier Vektoren a,b,c,d € R? gilt
(axb)(ecxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c), (80)

folgt

|00 X Oyo| = \/(8u0 X 0p0)(Oyo X Oyo)
= \/(8u0 - 0y0)(0y0 - Oya) — (Oyo - Oyo)?
=V EG - F2?.

O]

Bemerkung 124.
Man kann zeigen, dass das Oberflichenintegral unabhéngig von der Para-
metrisierung ist. (siehe zB Bolton §3.9)

Beispiel 125 (Sphére).
Die Oberfliche der Sphére, parametrisiert durch
(0,27) x (0,7) — R3 (81)

(u,v) +— (rsinwvcosu, rsin vsin u, cosv), (82)

berechnet sich zu

2r  pw : 27 9 9
/ / r“sinv dv du = 2r¢ du = 4rnre.
0 0 0

Beispiel 126 (Oberflichenintegrale).
Parametrisieren wir den Rotationstorus durch

o:(0,21) x (0,27) = U — R,
(u,v) ((a + bcosv) cosu, (a+bcosv)sinu, bsin v),
wobei a,b € RT \ {0}, dann lautet die erste Fundamentalform
I = (a + bcosv)?du? + b*dv? (83)
und das Flachenelement ist somit durch

dA = (a+ bcosv)b du dv (84)
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gegeben. Die Oberfliche des Torus berechnet sich daher zu

2T 2w
A(o(U)) = /0 /0 (a+ bcosv)b du dv = 4r2ab.

Um im Folgenden Aussagen iiber die Oberfliche einer Minimalfliche im
Vergleich zu anderen Flachen machen zu kénnen, miissen wir die ’anderen’
Fléachen beschreiben. Dies wird durch den Begriff der Normalvariation einer
Fléche realisiert:

Definition 127.
Sei 0 : U — R? eine parametrisierte Fliche, dann ist die Normalvariation
von o bestimmt durch h € C*°(U) die 1-Parameterfamilie

t s o' (u,v) := o(u,v) +t h(u,v)N(u,v), (85)

wobei t € R.

Beachte, fiir ¢t = 0 erhalten wir die urspriingliche Fliche o : U — R3. Weiters
kann € > 0 so gewéhlt werden, dass t € (—¢,¢) eine Schar von reguléren
Flachen ergibt.

Beispiel 128.
Wird h € C*°U als konstante Funktion gewéhlt, ergibt die Normalvariation
die Familie von Parallelflichen von o.

Da sich die Koeffizienten der ersten Fundamentalform beziiglich der Normal-
variation verdndern, verdndert sich auch die Oberfliche. Wir wollen diesen
Zusammenhang im néchsten Abschnitt ndher untersuchen und machen noch
die folgende Definition

Definition 129.
Sei ot eine Normalvariation von ¢ bestimmt durch die Funktion h € C*(U),
dann heifit das Funktional

t s Aot (U) = //U JEGE — (FY)? du dv (86)

das Oberfiichenfunktional beziiglich der Normalvariation o.
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4.2 Minimalflachen

Definition 130.
FEine Fldche mit verschwindender mittlerer Kriimmung, H = 0, heiflit Mini-
malfidche.

Recap

Die mittlere Kriimmung lasst sich mit Hilfe der ersten und
zweiten Fundamentalform darstellen:
_eG-2fF +gk
2(EG — F?)

Frage: in welcher Weise sind diese Flachen 'minimal’?

Theorem 131.
Eine Fliche o : U — R? ist Minimalfliche genau dann wenn sie kriti-
scher Punkt des Oberflaichenfunktionals beziiglicher jeder Normalvariation
ist, d. h.
d
dtl_o

fiir die Normalvariation beziiglich jeder beliebigen Funktion h € C*(U).

A(e") =0 (87)

Fiir den Beweis des Theorems bendtigen wir die erste Ableitung des Ober-
flaichenfunktionals:

Lemma 132.
Fiir eine Normalvariation ¢! von o : U — R? bestimmt durch h € C>(U)
gilt
d
ARV COEE: / / hHVEG — F2 du do, (88)
t=0 U

wobei E, F und G die Koeffizienten der ersten Fundamentalform von o = ¢

bezeichnen.

Beweis. Da wir an der ersten Ableitung an der Stelle ¢ = 0 interessiert sind,
kénnen wir Terme der Ordnung 2 und hoher vernachléssigen. Wir bezeiche-
nen diese mit O(t?).

Da

O'Z =0y +thyN + thN,,

Uf) =0y + thyN + thN,,
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erhalten wir als die Koeffizienten der ersten Fundamentalform von o?

E' = E — 2the + O(t?),
F'=F —2thf + O(t?),
G' = G —2thg + O(*).
Die Flichenelemente der Flichen o! in der Normalvariation lauten daher
VELGE — (F')2dudv = \/(EG — F?)(1 — 4thH) + O(t?) dudv
= VEG — F2\/1 — 4thH + O(t?) dudv
= VEG — F2(1 — 2thH) + O(t?) dudv

und wir erhalten somit

d A(o?) = -2 // hH\ EG — F? du dv.
U

dt

t=0
O

Beweis des Theorems 131. Ist o eine Minimalfliche und daher H = 0, dann
gilt Gleichung (87) nach dem vorigen Lemma.

Die Gegenrichtung beweisen wir mit einem indirekten Beweis: angenom-
men (87) gilt fiir jede Normalvariation von ¢ und o ist keine Minimalfldche.
Dann existiert ein p € U, sodass H(p) # 0 und wegen der Stetigkeit der
mittleren Kriitmmung gibt es daher eine offene Umgebung Us(p) von p auf
der die mittlere Kriimmung nicht verschwindet.

Insbesondere gilt die Annahme auch fiir die Normalvariation bestimmt
durch die Funktion h := H € C*>°(U) und wir erhalten

d A(o?) = -2 // H*\VEG — F2 du dv. (89)
t=0 U

dt
Da der Integrand H?v/EG — F?2 > 0 und auf Us(p) strikt positiv ist, folgt

4
dt

A(e") <0 (90)
t=0

und wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme. O

Ziel: weitere Beschreibungen von Minimalflichen

Proposition 133.
Sei o : U — R3 eine konform parametrisierte Fliche mit erster Fundamen-
talform I = A%(u,v){du? + dv?}, dann gilt fiir die mittlere Kriimmung

|H|

1
= 27)\2|0—uu+0—m)|- (91)
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Beweis. Fiir eine konforme Parametrisierung erhalten wir als Ausdruck fiir
die mittlere Krimmung

eG—2fF+gE 1

H = -
2(EG —F?) — 2X2

{(ouu + o) - N} (92)

und, falls (yy + o) - N # 0, somit fiir den Betrag

1 1
’H’ = ﬁ{lguu +UUUHN‘} = ﬁ‘auu + va|-

Die Bedingung (o4, + 04y) - N # 0 gilt jedoch fiir jede konforme Parametri-
sierung: Differenzieren der Gleichungen

Oy Oy =0y -0y und o, -0, =0,
zeigt, dass
(Cuw + 0ww) 0w =0 und (oyy + o) -0y =0
und daher oy, + oy || N. d

Daraus schlielen wir sofort die folgende charakterisierende Bedingung fiir
Minimalflachen:

Korollar 134.
Sei 0 : U — R3 eine konforme Parametrierung. Die Fliche o(U) ist eine
Minimalfliche genau dann wenn o eine harmonische Funktion ist, d. h.

Ao = oyy + 0y = 0. (93)

Diese Charakterisierung erlaubt uns nun alle Rotationsflichen, die Minimal-
flichen sind, zu bestimmen:

Beispiel 135 (Rotationsflachen).
Wir parametrisieren eine beliebige Rotationsfliche mit Profilkurve u
(r(u), h(u)) mit Hilfe einer konformen Parametrisierung:

o(u,v) = (r(u) cosv, r(u) sinv, h(u)), (94)

wobei 72 = 2 4 h'2. Nach Korollar 134, handelt es sich um eine Minimal-
fliche genau dann wenn

Ao =0 (95)
sr’=rund b =0 (96)
< r(u) = acoshu + bsinhu und h(u) = cu +d, (97)
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wobei a, b, ¢,d € R die Relation a? — b? = ¢? erfiillen.

1.Fall Ist ¢ = 0, dann folgt a = +b, sowie
r(u) = ae*™ und h(u) =d (98)

und o parametrisiert somit eine Ebene.

2.Fall Tst ¢ # 0, dann existiert ein ug € R sodass
a = ccoshup und b = c¢sinh ug. (99)
Die Profilkurve ist somit von der Form
r(u) = ccosh(u + ug) und h(u) = c(u + up) + d — cup (100)

und o parametrisiert somit ein Katenoid.

Wir haben also gezeigt, dass eine Rotationsfliche eine Minimalfliche ist
genau dann wenn sie eine Ebene oder ein Katenoid ist.

Da Minimalflichen ohne Flachpunkte zur Klasse der Isothermflichen geho-
ren, kann man eine spezielle konforme Parametrisierung wéahlen:

Proposition 136.
Eine Minimalflache ohne Flachpunkte besitzt (lokal) eine konforme Kriim-
mungslinienparametrisierung.

Beweis. Sei (u,v) — o(u,v) Krimmungslinienparametrisierung einer Mini-
malfliche mit Hauptkriimmungen x* = +x, wobei k£ > 0.
Aus den Codazzi-Gleichungen erhalten wir

K E,

0271) _—
fi+—/£_+2E

1
—(InkFE), und O:—1 In kG),
2 2

und wahlen daher als Kriimmungslinien erhaltende Umparametrisierung
a(t,v) = o(u(a),v(v)) mit

1
2
U _TE(u)’
1
2 __
vi=—o (v).

Dies liefert eine konforme Kriimmungslinienparametrisierung mit

E=G= (101)
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Theorem 137 (Christoffel-Dualitét fiir Minimalfldchen).
Sei N : U — S? C R? eine konforme Abbildung, sodass |N,|? = |N,|> = &
und Ny - N, = 0. Dann ist das System

1
Oy = ——Ny,

’1‘“ (102)
oy = —Ny

K

integrierbar und o : U — R3 liefert eine Minimalfléiche.
Jede Minimalfldche ohne Nabelpunkte kann (lokal) auf diese Weise kon-
struiert werden.

Beweis. (1) Integrierbarkeit des Systems (102):
Nach dem Poincare-Lemma ist das System 1.0rdnung integrierbar genau
dann wenn

2 K K
0= (Ju)v - (Uv>u = ;{Nuv - vNu - =

— — Ny}
2K 2K v}
Nach den Voraussetzungen fiir die Abbildung N, gelten die Relationen

(103)

K
Nyp - Ny = ?’U’
K
Nyy - Ny = ?ua
Ny -N=0
und es folgt somit
K K
Nuyw = ?”Nu + ?“Nv. (104)

(2) ¢ ist Minimalflache:
Da die erste und zweite Fundamentalformen von o durch

1
= E(du2 + dv?) (105)
I = du? — dv® (106)

gegeben sind, handelt es sich um eine Kriimmungslinienparametrisierung
mit den beiden Hauptkriimmungen

k1 =k und K9 = —K. (107)

(3) Konstruktion liefert alle Minimalflichen

Nach Proposition 136, kann jede Minimalfliche ohne Nabelpunkte lokal
durch konforme Kriimmungslinien parametrisiert werden; sei (u, v) — o(u,v)
so eine Parametrisierung mit Gau-Abbildung IV, dann gilt nach Rodriguez-
Gleichungen

1 1
oy=——N, und o,=-—-N,
K K
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und wir erhalten
INJ?>=|N,*?=Kk’E =%k und N,-N,=0.
Die GauB-Abbildung N von o liefert also umgekehrt die gewtinschte Abbil-
dung. O
4.2.1 Isometrische Deformation und eine Verbindung zur kom-
plexen Analysis

Recap

Komplexe Analysis - Differenzierbarkeit von komplexen
Funktionen
Wir identifizieren R? mit den komplexen Zahlen C via

R? 3 (u,v) =2 u+iv € C.
FEine komplexe Funktion ¢ : C — C,

¥(z) = Re(¥) + ilm(¢) = x(u, v) + iy(u,v),

wobei z : R? - R und y : R?> — R, ist komplex diffe-
renzierbar in zp genau dann wenn die Cauchy-Riemann-
Gleichungen

Ty =Y und T, = —yy

an der Stelle zg erfiillt sind. Die Funktion 1 heifit holo-
morph in zy, falls eine Umgebung von zy existiert in der
1 komplex differenzierbar ist.
Die Funktion ¢ : C — C heifit holomorph auf D C C, falls
1 holomorph fiir jedes zg € D.

Lemma 138.
Sei ¢ : C — C,9(2) = z(u,v) + iy(u,v) eine holomorphe Funktion auf D,
dann sind z(u,v) und y(u,v) zwei harmonische Funktionen.

Beweis. Ist ¢ eine holomorphe Funktion, dann gelten die Cauchy-Riemann-
Gleichungen

Ty = Yo und T, = —yy. (108)
Differenzieren dieser Gleichungen vervollstdndigt den Beweis:

Tyu =  Yuwv, Yoo =  Tyw,

LTyy = —Yuv Yuu = —Tyv-
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Proposition and Definition 139.
Sei (u,v) — z(u,v) eine harmonische Funktion, dann existiert eine har-
monische Funktion (u,v) — y(u,v), sodass ¥ (z) := z(u,v) + iy(u,v) eine
holomorphe Funktion ist.

Die Funktion y heiflt konjugiert harmonisch zu x und ist bis auf die
Addition einer reellen Konstanten eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Existenz der Funktion (u,v) +— y(u,v) folgt aus den Cauchy-
Riemann-Gleichungen. O

In Korollar 134 haben wir bereits gesehen, dass konform parametrisierte
Minimalflichen eng mit harmonischen Funktionen zusammenhéngen: es sei

o:U — R?

(u,v) = o(u,v) =: (o1(u,v), o2(u,v), o3(u,v))

eine konform parametrisierte Minimalfliche, dann sind die Koordinatenfunk-
tionen o; : U — R, i = 1,2, 3, harmonische Funktionen.

Nach Proposition 139, gibt es daher zu jeder Koordinatenfunktion eine
konjugiert harmonische Funktion. Sei also & : U — R? so definiert, dass &;
jeweils konjugiert harmonisch zu o; ist und ¢ und & die Cauchy-Riemann-
Gleichungen

ouw=06y, und o, = —5y (109)

erfiillen. Wir nennen die Fliche (u,v) — &(u,v) die konjugierte Fliche zu

g.

Theorem 140.
Sei (u,v) + o(u,v) eine konform parametrisierte Minimalfliche mit einer
konjugierten Fliche (u,v) — 6(u,v). Dann definiert

0¥ ;= cosfo +sinbs, 6 € R, (110)

eine 1-Parameterfamilie von Minimalflichen, die assoziierte Familie von o.

Alle Flichen o der assoziierten Familie besitzen dieselbe GauB-Abbildung
und erste Fundamentalform, sind daher isometrisch zueinander. Weiters gilt,
dass die Bahnkurve jedes Fliachenpunkts in dieser Deformation eine Ellipse
ist.

Beweis. Nach den Cauchy-Riemann-Gleichungen (109) gilt

02 = cos o, + sin 06, = cosfo, — sinbo,, (111)

O'S = cos fo, + sin 06, = cos o, + sin Oo, (112)
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und die Tangentenvektoren {0, ¢%} werden somit aus {oy, o, } durch Rota-
tion um den Winkel —6 erzeugt. Daher folgt

0¥ x o =0, x 0 (113)

und die GauB-Abbildungen aller Flichen ¢ stimmen somit punktweise iiber-
ein.

Weiters zeigt die Berechnung der Koeffizienten E?, F? und G? die Unab-
héngigkeit vom Winkel 6 und die ersten Fundamentalformen aller o? stim-
men somit iiberein.

Insbesondere sind somit alle Fldchen konform parametrisiert und wir kon-
nen Korollar 134 anwenden: da ¢ und é harmonisch sind, ist auch o? fiir
alle € R harmonisch und parametrisiert somit eine 1-Parameterfamilie von
Minimalflachen. O

Beispiel 141.
Die assoziierte Familie des Helikoids ist durch

sinh % cos v cos @ — coshusinvsin 0
(u,v) + 0¥ := | sinhusinvcos + coshucosvsin | . (114)
vcosf + usind

gegeben. Sie enthélt als konjugierte Flache das Katenoid.
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